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RAZONAMIENTO COVARIACIONAL A TRAVÈS DE SOFTWARE DINÁMICO. 
EL CASO DE LA VARIACIÓN LINEAL Y CUADRÁTICA 
COVARIATIONAL THINKING THROUGH DYNAMIC SOFTWARE. THE CASE 
OF LINEAR AND QUADRATIC VARIATION 
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RESUMEN: El presente trabajo está basado en un estudio de casos, con el cual 
se buscó trabajar los conceptos función y función cuadrática a través de la 
utilización de software dinámico como son GeoGebra y Modellus, además de otras 
herramientas didácticas. Se seleccionaron dos estudiantes del grado décimo para 
realizar la aplicación de tres pruebas creadas préviamente y sus resultados fueron 
analizados bajo el marco teórico del pensamiento covariacional, propuesto por 
Carlson y sus colaboradores. 
 
ABSTRACT: This work is based on a study of case, which sought to work on 
concepts like linear and quadratic function through the use of dynamic software 
such as GeoGebra and Modellus, and other teaching tools. We selected two 
students of the tenth grade for the application of three pre-built activities and the 
results were analyzed in the theoretical framework of covariational thinking 
proposed by Carlson and colleagues. 
 
iv 
 
TABLA DE CONTENIDOS 
 
1. EL OBJETO DE INDAGACIÓN ...............................................................................................6 
1.1 ANTECEDENTES .............................................................................................................6 
1.2 Delimitación del objeto de indagación ...........................................................................9 
1.3 Objetivo de la experiencia ................................................................................................9 
2. ELEMENTOS TEÓRICOS .................................................................................................... 10 
2.1 Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos ................................. 10 
2.2 Algunas tendencias en el pensamiento variacional .................................................. 10 
2.3 Razonamiento covariacional ........................................................................................ 15 
2.4 Otras características del razonamiento covariacional .............................................. 20 
3. METODOLOGÍA ..................................................................................................................... 22 
3.1 El contexto ....................................................................................................................... 22 
3.2 La experiencia ................................................................................................................. 23 
3.2.1 Incursión en el contexto ........................................................................................ 24 
3.2.2 Los instrumentos .................................................................................................... 25 
3.2.3 Registro de la información .................................................................................... 31 
3.2.4 Análisis de la información ..................................................................................... 31 
3.3 Alcances y limitaciones de la experiencia .................................................................. 32 
4. EL RAZONAMIENTO COVARIACIONAL. ALGUNOS RESULTADOS ......................... 34 
4.1 GUÍA DE TRABAJO #1 ................................................................................................. 34 
4.1.1 El caso de Juanito .................................................................................................. 35 
4.1.2 El caso de Carito .................................................................................................... 50 
4.2 GUÍA DE TRABAJO #2 ...................................................................................................... 61 
4.3 GUÍA DE TRABAJO #3 ...................................................................................................... 75 
4.3.1 El caso de Juanito ........................................................................................................ 76 
4.3.2 El caso de Carito .......................................................................................................... 85 
4.4 Descripción de las acciones mentales observadas en los estudiantes participantes 
en la experiencia reportada en este documento ................................................................... 95 
v 
 
5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES................................................................... 104 
5.1 CONCLUSIONES .............................................................................................................. 104 
5.1.1 De la función lineal y cuadrática .............................................................................. 104 
5.1.2 Del razonamiento covariacional ............................................................................... 107 
5.1.3 De las herramientas tecnológicas utilizadas dentro del contexto escolar ......... 109 
5.2 RECOMENDACIONES ..................................................................................................... 110 
6. REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS .................................................................................. 112 
7. ANEXOS ................................................................................................................................ 115 
7.1 Anexo 1: Guía de Introducción a la función lineal. ....................................................... 115 
7.2 Anexo 2: Guía de Introducción a las funciones cuadráticas ....................................... 119 
7.3 Anexo 3: Guía sobre funciones cuadráticas .................................................................. 121 
 
  
vi 
 
 TABLA DE ILUSTRACIONES 
Ilustración 1: Acciones mentales ................................................................................................. 16 
Ilustración 2: Niveles de razonamiento ....................................................................................... 17 
Ilustración 3: Gráficas guía #1 ..................................................................................................... 27 
Ilustración 4: Animación guía #2 .................................................................................................. 28 
Ilustración 5: Tabla de valores ..................................................................................................... 29 
Ilustración 6: Gráfico movimiento del carro ................................................................................ 30 
Ilustración 7: Evidencia 1 .............................................................................................................. 36 
Ilustración 8: Evidencia 2 .............................................................................................................. 36 
Ilustración 9: Evidencia 3 .............................................................................................................. 38 
Ilustración 10: Evidencia 4 ............................................................................................................ 38 
Ilustración 11: Evidencia 5 ............................................................................................................ 39 
Ilustración 12: Tabla de valores ................................................................................................... 43 
Ilustración 13: Tabla realizada por el estudiante ....................................................................... 43 
Ilustración 14: Evidencia 6 ............................................................................................................ 47 
Ilustración 15: Evidencia 7 ............................................................................................................ 50 
Ilustración 16: Evidencia 8 ............................................................................................................ 51 
Ilustración 17: Gráfica actividad #2 ............................................................................................. 69 
Ilustración 18: Tabla actividad #2 ................................................................................................ 71 
Ilustración 19: Tabla actividad #3 realizada por Juanito .......................................................... 77 
Ilustración 20: Gráfica 1, Actividad #3 Juanito .......................................................................... 82 
Ilustración 21: Gráfica 2, Actividad #3 Juanito .......................................................................... 82 
Ilustración 22: Tabla actividad #3 Juanito .................................................................................. 83 
Ilustración 23: Tabla actividad #3 realizada por Carito ............................................................ 86 
Ilustración 24: Tabla actividad #3 Carito .................................................................................... 90 
Ilustración 25: Gráfica 1, actividad #3 Carito ............................................................................. 91 
Ilustración 26: Gráfica 2, actividad #3 Carito ............................................................................. 91 
1 
 
INTRODUCCIÓN 
El pensamiento variacional se ha convertido para muchos investigadores en una 
de las principales fuentes de estudio debido a la importancia que tiene el estudio 
de la variación dentro de las matemáticas. Según los Lineamientos Curriculares 
para el área de matemáticas (MEN, 1998),  
[…] este tipo de pensamiento tiene que ver con el 
reconocimiento, la percepción, la identificación y la 
caracterización de la variación y el cambio en diferentes 
contextos, así como con su descripción, modelación y 
representación en distintos sistemas o registros simbólicos, ya 
sean verbales, icónicos, gráficos o algebraicos. 
Uno de los propósitos de cultivar el pensamiento variacional es 
construir desde la Educación Básica Primaria distintos caminos 
y acercamientos significativos para la comprensión y uso de los 
conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas 
analíticos, para el aprendizaje con sentido del cálculo numérico 
y algebraico y, en la Educación Medio, del cálculo diferencial e 
integral. Este pensamiento cumple un papel predominante en la 
resolución de problemas sustentados en el estudio de la 
variación y el cambio, y en la modelación de procesos de la vida 
cotidiana, las ciencias naturales y las matemáticas (p. 66). 
 
Para el caso particular de este trabajo, se abordará el estudio de la variación 
asociada las funciones lineal y cuadrática; para ello, se hará uso del software 
dinámico como lo son el Geogebra y el Modellus.  
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En la actualidad, las tecnologías de la información y la comunicación (TIC) son 
reconocidas como una de las herramientas con mayores potencialidades para ser 
utilizadas en el aula y esto es gracias al trabajo que se ha venido realizando hasta 
ahora por diferentes autores, como es el caso de Martínez (2003) quien afirma que 
Bajo la denominación de “nuevas tecnologías” incluyo todos 
aquellos medios de comunicación y de tratamiento de la 
información que van surgiendo de la unión de los avances 
propiciados por el desarrollo de la tecnología electrónica y las 
herramientas conceptuales, tanto conocidas como aquellas otras 
que vayan siendo desarrolladas como consecuencia de la 
utilización de estas mismas nuevas tecnologías para el avance 
del conocimiento humano. […] Dado que la enseñanza es ante 
todo un proceso de comunicación, esta peculiaridad de las 
actuales tecnologías se nos presenta como condicionante 
significativo en su aplicación pedagógica. (p. 198) 
 En su implementación en el aula de clase es el docente quien debe darle un 
manejo adecuado a estas herramientas, para que su uso sea encaminado a 
promover el desarrollo de pensamiento matemático en las aulas de clase, teniendo 
claro el currículo académico y un correcto diseño de las actividades. Estas 
actividades deben estar encaminadas a que el estudiante pueda encontrar allí una 
herramienta  que, a través de la aplicación de estas tecnologías, el estudiante 
pueda tener un apoyo para una mejor comprensión de los conceptos trabajados.  
En ese sentido, Gómez (2004) señala que: 
Las tecnologías electrónicas, tales como calculadoras y 
ordenadores, son herramientas esenciales para enseñar,  
aprender  y  “hacer”  matemáticas…  Los  escolares  pueden 
aprender  más  matemáticas  y  en  mayor  profundidad  con  el  
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uso apropiado de la tecnología… En los programas de 
enseñanza de las matemáticas, la tecnología se debe utilizar 
frecuente y responsablemente, con el objeto de enriquecer el 
aprendizaje de las matemáticas  por  parte  de  los  alumnos.  
La  existencia,  versatilidad  y  poder  de  la tecnología hacen 
posible y necesario reexaminar qué matemáticas deben 
aprender  los escolares,  así  como  también  la  mejor  forma  
de  aprenderlas.  En  las  aulas  de matemáticas contempladas 
en los Principios y Estándares, cada estudiante tiene acceso a 
la tecnología con el fin de facilitar su aprendizaje matemático, 
guiado por un docente experimentado (Gómez, 2004, p. 4).  
Aunque las tecnologías de la información abarcan gran cantidad de instrumentos y 
materiales de apoyo, la experiencia que se reporta en este documento se centró 
específicamente en el uso de software dinámico como Geogebra y Modellus, 
ambos como herramientas para el trabajo del razonamiento covariacional 
particularmente en aspectos asociados a las funciones lineales y cuadráticas. De 
igual manera, se propone a través del uso de dichas herramientas, estudiar las 
propiedades de las funciones lineales y cuadráticas y sus aplicaciones en los 
diferentes sistemas de representación (gráficas, cinemáticas y tabulares). 
Este trabajo se realizó con base en la sistematización de una experiencia de aula 
en la que se aplicaron algunas guías de trabajo a dos estudiantes del grado 
décimo. Esto pudo hacerse gracias a que la Maestría en Enseñanza de las 
Ciencias Exactas y Naturales es una maestría de profundización y, debido a ello, 
pudo pensarse en la práctica docente como alternativa para el trabajo de grado de 
grado. 
A continuación se describen los capítulos en los que se dividió el trabajo. 
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En el primer capítulo de este trabajo se muestran los antecedentes encontrados 
sobre función lineal y función cuadrática y la forma como estos contenidos 
temáticos son trabajados en algunos textos de álgebra. Se encuentra también la 
delimitación del objeto de indagación y la pregunta orientadora, además del 
objetivo trazado para este trabajo. 
En el segundo capítulo se encuentran los diferentes elementos teóricos tenidos en 
cuenta para el análisis de las guías de trabajo a partir de los casos tomados, tales 
como el pensamiento variacional desde una visión del Ministerio de Educación de 
Colombia; así mismo, se presentan algunas tendencias del pensamiento 
variacional tomadas desde Vasco, Cantoral y otros; para, finalmente, presentar el 
marco conceptual sobre razonamiento covariacional que han construido Carlson y 
sus colaboradores. Además de otros conceptos importantes dentro de este marco 
conceptual como lo son los procesos de pensamiento pseudo-analíticos. 
Dentro del tercer capítulo se encuentra la metodología utilizada para la realización 
de este trabajo, en la que se encuentra una descripción del contexto en el que se 
llevaron a cabo las diferentes actividades y el tipo de estudiantes con los que se 
trabajó, además de una descripción de la experiencia en la que se tuvo en cuenta 
la manera como se incursionó a los estudiantes en este trabajo, los instrumentos 
utilizados para ello, la forma como se registró la información y el análisis de esa 
información. Por último se tuvo en cuenta los alcances y limitaciones de esta 
experiencia. 
En el cuarto capítulo se realizó un análisis detallado de las actividades realizadas 
por los estudiantes visto desde el razonamiento covariacional, es decir desde el 
marco conceptual de Carlson y sus colaboradores (2003). En este análisis también 
se muestran algunas evidencias como lo son fotografías, diálogos e imágenes de 
las respuestas de los estudiantes. 
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Por último, en el capítulo cinco se encuentran las diferentes conclusiones, 
tomadas desde la globalidad del trabajo y de lo más característico dentro de él. 
Aunque el presente trabajo no es de corte investigativo por estar inscrito en una 
maestría en profundización, si se retoman algunos elementos que ayuden a la 
sistematización de la experiencia con los estudiantes, en el sentido en que se 
convierte en un proceso permanente de reflexión que llena de sentido y significado 
las prácticas escolares que se llevan a cabo diariamente en la cotidianidad 
escolar. 
Se tendrán en cuenta el estudio de varios casos en los que se contarán con la 
utilización de distintos métodos para la obtención de la evidencia como lo son 
videos, guías de trabajo, entrevistas y actividades realizadas directamente en el 
software. 
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1. EL OBJETO DE INDAGACIÓN 
 
1.1 ANTECEDENTES 
 
A partir de la experiencia como docente ha sido posible observar una carencia en 
el tratamiento de los textos escolares respecto al trabajo con funciones en donde 
se resalten los aspectos variacionales que son inherentes. En particular, en los 
temas asociados a las funciones lineales y las cuadráticas, algunos textos se 
limitan al estudio de los aspectos algebraicos y las características analíticas de los 
mismos. Algunos ejemplos de estos textos son “Álgebra y Trigonometría con 
geometría Analítica” (12a Edición, Swokowski, C., 2008), en el cual se comienza 
con la definición de función como una relación de correspondencia, en el que se le 
asigna exactamente un elemento de un conjunto de partida a cada elemento de un 
conjunto de llegada, se muestra como determinar los valores que hacen parte de 
una función y se define la gráfica de una función como la gráfica de una ecuación 
en la que   es parte del dominio de la función. Finalmente se habla de la prueba 
de la recta vertical como ayuda para la determinación de una función y se definen 
las funciones crecientes, decrecientes y constantes, además de la determinación 
del dominio de una función por medio de la utilización de las gráficas. Cuando han 
trabajado los elementos principales de la función, definen la función lineal como 
toda función de la forma  ( )      , donde   es cualquier número real y   y   
son constantes. A partir de la definición, se trabajan algunas ejemplificaciones por 
medio de gráficos y algunos problemas matemáticos para continuar con la 
profundización de aquella parte gráfica en la que se tienen en cuenta elementos 
como funciones pares e impares, desplazamiento de las gráficas, interpretación, 
efecto y ecuaciones representativas de las funciones, reflexión, elongamiento y el 
trazo de la gráfica. En otro apartado, se abordan las funciones cuadráticas y las 
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definen como una función de la forma  ( )          , donde         son 
números reales, con      Cuando      , entonces  ( )       y la gráfica 
correspondería a una parábola con vértice en el origen. Si          , entonces 
la función sería  ( )       . En el texto, se inicia el acercamiento a los 
contenidos temáticos, directamente desde el análisis de gráficas de funciones 
cuadráticas, posteriormente son trabajadas como funciones de la forma  ( )  
 (   )           , lo que nos lleva directamente a hablar de parábolas con 
vértice en (   ) y en él se hace necesario la factorización, completando 
cuadrados.  
Por lo anterior, se observa que en el texto no se trabaja la definición de función 
lineal de manera directa como la relación de dependencia o covariación entre dos 
cantidades, en las que interviene una tasa de variación constante, además se sale 
del trabajo directo con las funciones cuadráticas, para hablar específicamente de 
parábolas, no se profundiza lo suficiente en el tema ni en el análisis de gráficas y 
no se hace referencia a otras formas de trabajo con funciones cuadráticas, como 
es el caso de los software, lo que si se observa es que se trabajan diferentes 
situaciones contextualizadas, pero estas implican específicamente el uso de las 
fórmulas. 
Por otro lado, en el texto “Álgebra Intermedia” (7a Edición), Gustafson y Frisk, 
(2006) parten de la definición de la función como una correspondencia entre un 
conjunto de valores de un conjunto de entrada y un conjunto de valores de salida, 
haciendo referencia directamente a la definición de rango y dominio. Posterior a 
ello, se define la función lineal como una función definida por una ecuación en 
donde  ( )               , donde   es la pendiente de la gráfica de recta 
y (   )  es la intersección en  . Finalmente, se trabajan las gráficas desde las 
diversas perspectivas. Por otro lado, aunque el capítulo se refiere a las funciones 
cuadráticas, los conceptos que se manejan y las diferentes explicaciones, hacen 
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referencia es a las ecuaciones cuadráticas iniciando con la solución de ecuaciones 
cuadráticas por factorización, teniendo en cuenta la propiedad de la raíz como un 
caso especial “Si                  √ ”., completando cuadrados, a partir de 
la utilización de la fórmula general y a través de la resolución de problemas o de 
diferentes situaciones contextualizadas; observándose, que en ningún caso se 
hace referencia al trabajo con gráficas, ni de funciones, ni de ecuaciones 
cuadráticas y tampoco se hace referencia a aplicaciones en las que estas puedan 
involucrarse. 
Estos elementos confirman los planteamientos de Villa-Ochoa (2011) quien señala 
que: 
En general, el estudio de la función cuadrática en el salón de clases 
atiende a una definición formal, para luego estudiar algunas 
propiedades de la ecuación y la gráfica (vértice, crecimientos y 
decrecimientos...), y, por último, realizar algunas aplicaciones. Pocas 
veces el estudio inicial de la función cuadrática en el aula y los libros 
de texto incluye una interpretación de variación de su crecimiento y 
concavidades con situaciones [de variación] (p. 11, traducción libre). 
 Así mismo, el autor señala que existen estudiantes que puedan comprender 
algunas características de las funciones lineal y cuadrática a partir de una 
aproximación variacional, proporcionando una base para un estudio posterior de 
los conceptos cálculo. 
A través de esta revisión se observa la necesidad de establecer actividades en el 
aula de clases en las cuales se planteen alternativas escolares que promueven el 
reconocimiento de la variación en situaciones en las cuales el concepto de función 
está presente.  
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1.2 Delimitación del objeto de indagación 
A partir de la experiencia de aula que se reporta en este documento, se aporta 
evidencia sobre la manera como la tecnología promueve el razonamiento 
covariacional en situaciones de variación lineal y cuadrática. En ese sentido la 
pregunta que se abordó fue: 
¿Cómo razonan covariacionalmente los estudiantes cuando se enfrentan a 
situaciones de variación lineal y cuadrática a través del uso del software 
dinámico en estudiantes del grado décimo del Vermont School? 
 
1.3 Objetivo de la experiencia 
Describir el proceso de razonamiento covariacional asociado al concepto de 
función (lineal y cuadrática) a través del uso del software dinámico (Geogebra, 
Modellus). 
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2. ELEMENTOS TEÓRICOS 
 
2.1 Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y analíticos 
La experiencia que se reporta en este documento estuvo centrada teóricamente 
en las características del pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y 
analíticos que,  como describe el Ministerio de Educación Nacional (MEN), puede 
considerarse como una de las metas a alcanzar dentro de los contenidos 
curriculares de matemáticas, siendo la variación el eje central de dicho 
pensamiento. Este pensamiento involucra la adquisición paulatina de diversos 
patrones, relaciones y funciones; además de generar en los estudiantes la 
capacidad de análisis y la utilización de modelos matemáticos, que les permita 
desenvolverse en diversos contextos y reconocer y representar diversas 
relaciones, incluso desde las mismas ciencias (MEN, 1998). 
Diversos autores han centrado su atención en el estudio del pensamiento 
variacional, a continuación veremos algunas de sus propuestas. 
 
2.2 Algunas tendencias en el pensamiento variacional 
Vasco (2006) hace una aproximación al pensamiento variacional describiéndolo 
como: 
[…] una manera de pensar dinámica, que intenta producir mentalmente 
sistemas que relacionen sus variables internas de tal manera que 
covaríen en forma semejante a los patrones de covariación de cantidades 
de la misma o distintas magnitudes en los subprocesos recortados de la 
realidad. Tiene pues un momento de captación de lo que cambia y lo que 
permanece constante, y de los patrones que se repiten en ciertos 
11 
 
procesos, como los cambios de temperatura durante el día y la noche, de 
los movimientos de caída libre o tiro parabólico; luego tiene un momento 
de producción de modelos mentales cuyas variables internas interactúen 
de manera que reproduzcan, con alguna aproximación, las covariaciones 
detectadas; luego tiene un momento de echar a andar o “correr” esos 
modelos mentales para ver qué resultados producen; otro de comparar 
esos resultados con lo que ocurre en el proceso que se trata de modelar; 
y, finalmente, el momento de revisar y refinar el modelo, o descartarlo y 
empezar de nuevo (p. 138). 
 
Para Vasco lo esencial dentro del pensamiento variacional hace referencia a la 
“covariación entre cantidades de magnitud, principalmente las variaciones de 
tiempo”. Busca específicamente modelar aquellos patrones que se generan 
mediante la covariación de este tipo de cantidades. 
Por otro lado, Vasco (2006) señala que el pensamiento variacional deja de serlo, 
cuando se hace referencia a tres momentos específicos. 
- No es saber solamente la definición de función. Esto es algo tan estático 
que no genera ningún conocimiento. 
 
- Cuando se le entrega al estudiante una cantidad de fórmulas relacionadas 
con el pensamiento variacional, ya que este tipo de fórmulas tienden a 
confundir al estudiante y se convierten en un obstáculo para el aprendizaje. 
 
- Finalmente, cuando se le pide al estudiante simplemente la realización de 
una gráfica, ya que de esta manera se convierte en un distractor para la 
covariación, convirtiéndola en simplemente una forma estática. 
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Para Vasco, el pensamiento variacional se centra específicamente en la 
modelación –  entendida esta como una forma de representación de un modelo 
matemático a través de la integración de diversas situaciones físicas, geométricas 
y reales – diferenciándolo de la resolución de problemas y ejercicios. Los 
problemas y ejercicios deberían convertirse directamente en modelos, que 
generen en el estudiante algo más que un reto dentro del pensamiento variacional. 
De acuerdo con Vasco (2006) la modelación es “el arte de producir modelos 
matemáticos que simulen la dinámica de ciertos subprocesos que ocurren en la 
realidad” (p. 142), no toma la modelación como una ciencia. De acuerdo a lo 
anterior, Vasco propone unas fases o momentos para la modelación dentro del 
pensamiento variacional, que no necesariamente guardan un orden de 
jerarquización, es decir que se pueden dar en diversos momentos sin una 
secuencia especial. 
o Momento de captación de patrones de variación: lo que cambia y lo que 
permanece. 
o Momento de creación de un modelo mental. 
o Momento de echar a andar un modelo. 
o Momento de comparar los resultados con el proceso modelado. 
o Momento de revisión del modelo. 
En el caso en que se disponga de tecnología, se podrían plantear otros momentos 
como son: 
o Momento de formulación simbólica. 
o Momento de calcular con esa formulación. 
o Momento de comparar los resultados con el proceso modelado. 
o Momento de reformulación del modelo. 
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Finalmente, Vasco afirma que el pensamiento variacional necesita de otros 
pensamientos matemáticos, como lo son el pensamiento numérico a la hora de 
observar la variación de diferentes patrones numéricos y en cuanto a la 
concepción de proporción como la igualdad de dos razones; con el pensamiento 
espacial en el sentido de las construcciones geométricas y con el pensamiento 
métrico con referencia a la diferenciación entre magnitudes, cantidades y 
mediciones. 
 
Otros trabajos que pueden encontrarse en relación al pensamiento variacional son 
los de Cantoral y Farfán (1998) quienes trabajan el pensamiento y el lenguaje 
variacional desde una perspectiva socioepistemológica. Desde esta perspectiva, la 
investigación y las prácticas escolares se articulan y se relacionan con el 
pensamiento y el lenguaje variacional y la didáctica. 
 
Trabajar el pensamiento y el lenguaje variacional implica la comprensión de 
diversos conceptos matemáticos, algunos conceptos pre-algebraicos y de algunos 
procesos matemáticos necesarios para tal fin. Implica la comprensión en todo el 
sentido de la palabra de las formas gráfica y no solamente de la visualización 
superficial de la forma. 
En ese sentido, Cantoral y Farfán (1998) definen entonces el pensamiento y el 
lenguaje variacional como “una línea de investigación que, ubicada al seno del 
acercamiento socioepistemológico, permite tratar con la articulación entre la 
investigación y las prácticas sociales que dan vida a la matemática de la variación 
y el cambio en los sistemas didácticos” (p. 4) 
Uno de los elementos fundamentales en el trabajo del pensamiento variacional es 
la graficación, que permite tener una mejor comprensión de la relación que existe 
entre dos variables, además permite analizar otros aspectos importantes que son 
señalados por  Dolores y Salgado (2009), quienes afirman que la graficación 
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covariacional se centra en tres aspectos importantes que son: el pensamiento y 
lenguaje covariacional, el razonamiento covariacional y la definición de curva 
tomada desde el punto de vista de Leibniz. 
De acuerdo a lo anterior, Dolores y Salgado (2009) describen la graficación 
covariacional como  
Las actividades de representación gráfica en las que se 
involucra la coordinación de dos cantidades variables, 
atendiendo las formas en que cambia una con respecto la otra. 
El elemento central de la Graficación Covariacional es el 
cambio y no sólo la ubicación de los puntos como en las formas 
tradicionales, por tanto se centra la atención en la 
representación gráfica de los cambios (aumento o disminución 
de una variable y sus efectos en la otra) y no sólo de los puntos 
de la gráfica. El cambio se calcula mediante diferencias y éstas 
son representadas gráficamente mediante segmentos de recta. 
A medida que esos cambios se hacen cada vez más pequeños 
la gráfica es más fina. (p. 66). 
 
De acuerdo a esto, los autores afirman que es importante buscar que el estudiante 
realice acciones que lo lleven a involucrarse directamente con preguntas como: 
¿Qué cambia?, ¿Cuánto cambia?, ¿Cómo cambia?, ¿A qué razón cambia? y 
¿Cómo se comporta globalmente la gráfica? 
 
Con base en lo anterior puede afirmarse entonces que el tema de la variación es 
una herramienta necesaria en el aula de clase, a la hora de trabajar las funciones 
y buscar que los estudiantes se apropien de manera correcta de este concepto. 
De ahí la importancia de experiencias como las que se reportan en este 
documento. 
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2.3 Razonamiento covariacional 
El marco conceptual que se retomará para analizar la experiencia que se reporta 
en este documento será la propuesta de Carlson, Jacobs, Coe, Larsen,y Hsu 
(2003). Estos autores desarrollaron un marco conceptual para describir el 
razonamiento covariacional y señalan que partir de éste se podrá realizar una 
observación directa y un análisis del modo en el que los estudiantes pueden 
comprender diversas situaciones en las que se involucra el concepto de variación, 
además de aquellos problemas que sugieren el uso del razonamiento 
covariacional. 
Desde Carlson et al. (2003) se define el razonamiento covariacional como “las 
actividades cognitivas implicadas en la coordinación de dos cantidades que varían 
mientras se atiende a las formas en que cada una de ellas cambia con respecto a 
la otra” (p. 124).   
Estos autores también tienen en cuenta algunas definciones importantes para su 
marco conceptual como lo son la noción de evolutivo tomado desde Piaget y el 
cual es utilizado para dar significado a las imágenes de covariación, ya que estas 
pueden ser definidas a través de niveles que se dan siempre en una “sucesión 
ordenada” y desde Thomson, en el sentido en que hacen referencia a que las 
imágenes de covariación son evolutivas.  
Este marco conceptual hace referencia a cinco acciones mentales que permiten 
describir la manera como los estudiantes razonan frente a diversas situaciones de 
variación. 
Estas acciones mentales estan representadas asi: 
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Ilustración 1: Acciones mentales 
 
Acción 
mental 
Descripción de la 
acción mental 
Comportamiento 
 
AM1 
Coordinación del 
valor de una variable 
con los cambios en la 
otra. 
Designación de los ejes con indicaciones 
verbales de coordinación de las dos 
variables (e.g.,y cambia con cambios en x) 
 
AM2 
Coordinación de la 
dirección del cambio 
de una variable con 
los cambios en la 
otra variable. 
Construcción de una línea recta creciente. 
Verbalización de la consciencia de la 
dirección del cambio del valor de salida 
mientras se consideran los cambios en el 
valor de entrada. 
 
AM3 
Coordinación de la 
cantidad de cambio 
de una variable con 
los cambios de la 
otra. 
Localización de puntos/construcción de 
rectas secantes.  
Verbalización de la consciencia de la 
cantidad de cambio del valor de salida 
mientras se consideran los cambios en el 
valor de entrada. 
 
 
AM4 
Coordinación de la 
razón de cambio 
promedio de la 
función con los 
incrementos 
uniformes del cambio 
en la variable de 
entrada.  
Construcción de rectas secantes contiguas 
para el dominio. 
Verbalización de la consciencia de la 
razón de cambio del valor de salida (con 
respecto al valor de entrada) mientras se 
consideran los incrementos uniformes del 
valor de entrada. 
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AM5 
Coordinación de la 
razón de cambio 
instantánea de la 
función con los 
cambios continuos 
en la variable 
independiente para 
todo el dominio de la 
función.  
Construcción de una curva suave con 
indicaciones claras de los cambios de 
concavidad. 
Verbalización de la consciencia de los 
cambios instantáneos en la razón de 
cambio para todo el dominio de la función 
(los puntos de inflexión y la dirección  de 
las concavidades son correctos. 
Acciones mentales del Marco conceptual para la covariación. Carlson et al. (2003, p. 128). 
Estas acciones mentales permiten clasificar a los estudiantes en un determinado 
nivel, teniendo en cuenta lo que se puede visualizar en ellos a la hora de resolver 
una situación particular sobre covariación. 
Existen también cinco niveles de desarrollo propuestos por los mismos autores, 
que están estrechamente relacionados con las acciones mentales. “Decimos que 
la habilidad de razonamiento covariacional de alguien ha alcanzado un nivel dado 
de desarrollo cuando sustenta a las acciones mentales asociadas con ese nivel y 
a las acciones asociadas con todos los niveles que están por debajo”. Carlson et 
al. (2003, p. 128). Estos niveles están representados así: 
Ilustración 2: Niveles de razonamiento 
 Niveles de razonamiento covariacional 
Nivel de 
Razonamiento Nombre Comportamiento 
Nivel 1 (N1) 
 
 
Coordinación 
 
En el nivel de coordinación, las imágenes 
de covariación pueden sustentar a la acción 
mental de coordinar el cambio de una 
variable con cambios en la otra variable 
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 (AM1). 
Nivel 2 (N2) 
 
 
 
Dirección 
 
 
 
En el nivel de dirección, las imágenes de la 
covariación pueden sustentar a las acciones 
mentales de coordinar la dirección del 
cambio de una de las variables con cambios 
en la otra. Las acciones mentales 
identificadas como AM1 y AM2 ambas son 
sustentadas por imágenes de N2. 
Nivel 3 (N3) 
 
 
 
Coordinación 
cuantitativa 
 
 
 
En el nivel de la coordinación cuantitativa, 
las imágenes de la covariación pueden 
sustentar a las acciones mentales de 
coordinar la cantidad de cambio en una 
variable con cambios en la otra. Las 
acciones mentales identificadas como AM1, 
AM2 y AM3 son sustentadas por las 
imágenes N3. 
Nivel 4 (N4) 
 
 
 
Razón 
promedio 
 
 
 
 
 
En el nivel de la razón promedio, las 
imágenes de covariación pueden sustentar 
a las acciones mentales de coordinar la 
razón de cambio promedio de una función 
con cambios uniformes en los valores de 
entrada de la variable. La razón de cambio 
promedio se puede descomponer para 
coordinar la cantidad de cambio de la 
variable resultante con los cambios en la 
variable de entrada. Las acciones mentales 
identificadas como AM1 hasta AM4 son 
sustentadas por imágenes N4. 
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Nivel 5 (N5) 
 
 
 
 
 
 
Razón 
instantánea 
 
 
 
 
 
 
En el nivel de la razón instantánea, las 
imágenes de covariación pueden sustentar 
a las acciones mentales de coordinar la 
razón de cambio instantánea de una función 
con cambios continuos en la variable 
entrada. Este nivel incluye una consciencia 
de que la razón de cambio instantánea 
resulta de refinamientos más y más 
pequeños en la razón de cambio promedio. 
También incluye la consciencia de que el 
punto de inflexión es aquel en el que la 
razón de cambio pasa de ser creciente a 
decreciente o al contrario. Las acciones 
mentales identificadas como AM1 a AM5 
son sustentadas por las imágenes de N5. 
           Marco conceptual para los niveles de covariación. Carlson et al. (2003, p. 129). 
La importancia de describir el razonamiento covariacional, radica en que se hace 
énfasis específico en el desarrollo del pensamiento variacional, es decir en la 
noción de variación en diferentes contextos y esta noción de variación tomada 
como una razón de cambio, implica directamente la covariación. 
Por otro lado, como afirman Carlson et al. (2003), este marco conceptual de 
covariación, es importante ya que:  
[..] proporciona una herramienta analítica con la cual evaluar el 
pensamiento covariacional en un grado más fino de lo que ha 
sido posible en el pasado. Además proporciona una estructura y 
un lenguaje para clasificar el pensamiento covariacional en el 
contexto de la respuesta de un estudiante a un problema 
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específico, y para describir las habilidades generales de 
razonamiento covariacional de un estudiante. (p. 130). 
 
2.4  Otras características del razonamiento covariacional 
Otras características a tener en cuenta que están dentro del marco conceptual 
propuesto por Carlson et al. (2003) son términos como procesos de pensamientos 
pseudo-analíticos que se refieren a aquellos procesos de pensamiento que 
ocurren sin comprensión alguna y comportamientos pseudo-analíticos, los cuales 
se producen directamente de los procesos de pensamiento pseudo-analíticos.  
Estos comportamientos pseudo-analíticos se refieren según Vinner (1997) a la 
descripción de un comportamiento que podría entenderse como un 
comportamiento conceptual, pero que es producido por otros procesos mentales 
que no tienen nada que ver con comportamientos conceptuales, pero que pueden 
darse debido a asociaciones abiertas de las que no se tiene control y que no 
necesariamente tienen que ser comportamientos negativos. 
Vinner (1997) diferencia y, a su vez, relaciona el comportamiento pseudo-
conceptual del pensamiento pseudo-analítico, utilizando el primero como una 
forma de describir el comportamiento de la conducta; sin embargo, afirma que el 
comportamiento pseudo-conceptual es producido por procesos de pensamiento 
pseudo-conceptuales. Además afirma que la idea de utilizar estos dos conceptos 
es diferenciar entre dos contextos diferentes, siendo el primer concepto utilizado 
para trabajar en el significado de las palabras, los símbolos y las nociones 
temáticas dentro de la matemática; mientras que el segundo concepto se refiere 
directamente a la resolución de problemas. Sin embargo, resalta que hay algunos 
contextos en los que estos dos conceptos se involucran y que por lo tanto podría 
no ser clara su diferenciación. Afirma entonces que:  
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En estos contextos la actividad principal es analizar la situación 
y encontrar el procedimiento de solución adecuado. Esto es 
verdadero ya que parte de del análisis puede ser conceptual, 
especialmente el control de los procedimientos podría involucrar 
elementos conceptuales. Sin embargo, si el proceso principal es 
un proceso de resolución de problemas, voy a hablar sobre 
procesos de pensamiento analítico o pseudo-analítico y 
comportamientos. 
Por otro lado, si el proceso principal está enfocado en 
conceptos, sus interrelaciones y su aplicación, voy a hablar 
acerca de procesos de pensamiento y comportamientos 
conceptuales o pseudo-conceptuales. (p. 116). 
 
Finalmente, Vinner (1997) para dejar claras estas relaciones entre los procesos de 
pseudo-conceptual y pensamiento pseudo-análisis, realiza algunas 
ejemplificaciones sobre similitudes superficiales y memoria difusa, que pongan de 
manifiesto la manera en la que estos dos conceptos se forman. 
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3. METODOLOGÍA 
 
Aunque esta experiencia no pretende instaurarse como un proyecto de corte 
investigativo, si se retoma algunas características del enfoque cualitativo en 
cuanto la descripción e inmersión del contexto, caracterización de los estudiantes, 
objeto de estudio, las unidades de análisis y los alcances y limitaciones de este 
estudio; dichos elementos se describirán en los siguientes apartados. 
 
3.1 El contexto 
Para el desarrollo de las actividades en el aula se seleccionó un grupo de tres 
estudiantes de grado décimo (14-15 años) del Colegio Vermont School. Con dicho 
grupo se hizo un seguimiento continuo en la manera como abordaron un conjunto 
de situaciones en las que intervenían fenómenos de covariación asociadas a 
funciones lineales y cuadráticas. Esta experiencia estuvo orientada a través de 
una base teórica del razonamiento covariacional enfocando en la manera como el 
uso de software dinámico promueve dicho razonamiento. 
El colegio Vermont School trabaja bajo la modalidad del currículo de Cambridge, 
conocido como bachillerato internacional, lo que genera que existan grupos desde 
preescolar hasta el grado duodécimo; sin embargo, los contenidos temáticos para 
el grado décimo, que fue el elegido para este proyecto, son los mismos que en el 
currículo nacional hacen referencia al grado noveno. 
Dentro de la Institución se cuenta con dos grupos décimo. Se eligió como objeto 
de estudio para el trabajo al grupo décimo B. Dicho grupo se eligió atendiendo a 
que es allí donde se contaba con mayor tiempo y disponibilidad para este trabajo, 
además de ser el grado en el que se trabajan estos conceptos de función lineal y 
función cuadrática, de acuerdo al currículo escolar.  
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Estos estudiantes vienen de barrios como el Poblado, y algunos municipios 
aledaños al colegio, como son: Envigado, el Retiro, La Ceja y Rionegro. El estrato 
socioeconómico de estos estudiantes está entre 5 y 6. 
En cuanto a aspectos académicos y disciplinarios, cabe resaltar que son 
estudiantes con un grado de responsabilidad alto en su gran mayoría y con buena 
disciplina dentro del aula de clase, aunque haya momentos en los que se 
presenten dificultades disciplinarias que pueden ser trabajadas inmediatamente. 
Por otro lado, se evidencian falta de técnicas de estudio e investigación en los 
estudiantes y esto hace que muchas veces los conceptos trabajados sean 
aprehendidos de manera memorística o difícil de comprender, dando muestras de 
ello en la evaluación. 
Las actividades fueron aplicadas a los 18 estudiantes que conformaban la 
totalidad del grupo; sin embargo, para la facilidad y profundidad del análisis y 
comparación, se eligieron dos estudiantes con edades entre los 14 y 15 años, 
quienes disfrutan de aprender las matemáticas y además tenían buena disposición 
para tal fin; además debido a su responsabilidad, se hacía más fácil para la 
realización de las actividades ausentarlos de algunas clases en el momento en 
que esto fuera necesario, ya que se contaba con el apoyo de los demás docentes.  
 
3.2 La experiencia 
Para el desarrollo de esta experiencia se tuvo en cuenta algunos aspectos 
importantes como fueron: el contexto en el que se abordaron los saberes previos a 
este trabajo y que son de gran utilidad para el mismo, los instrumentos utilizados 
para llevar a cabo las diversas actividades propuestas y la respectiva explicación 
detallada de ellas, el registro de la información y los instrumentos utilizados para 
hacer estos registros y finalmente los análisis de la información obtenida a través 
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de la utilización de estos instrumentos. A continuación se detallan cada uno de los 
elementos antes mencionados.  
 
3.2.1 Incursión en el contexto 
Antes de iniciar con las actividades planteadas en esta experiencia, los 
estudiantes habían abordado el estudio de algunos aspectos del álgebra escolar, 
particularmente temas relacionados con los polinomios, productos notables, los 
diversos casos de factorización, fracciones algebraicas y por último fracciones 
complejas, ecuaciones cuadráticas y las propiedades de los números reales las 
cuales son temáticas propias del grado noveno en el currículo nacional. 
Para trabajar la parte fundamental del álgebra se utilizó material geométrico como 
fichas de diferentes medidas, que posteriormente fue trabajado y comparado con 
su representación algebraica; de esta manera se buscaba que los estudiantes 
tuvieran una mejor adquisición de los contenidos, haciendo uso de 
comparaciones. 
En cuanto a las ecuaciones cuadráticas, estas fueron trabajadas a partir de su 
definición como una ecuación de la forma           . El tratamiento 
realizado a la letra   es de incógnita o número(s) a determinar de tal manera que 
se cumpla con la igualdad; no se hizo ninguna mención al aspecto funcional 
contemplado en la ecuación. Se trabajaron diferentes métodos de solución como 
el producto de dos factores y completando cuadrados, a partir de la factorización y 
como fórmula general para la solución de ecuaciones cuadráticas. Se trabajaron 
también diversas situaciones problemáticas generadoras de ecuaciones 
cuadráticas y que implicaban un proceso de análisis más avanzado en los 
estudiantes.  
25 
 
Este trabajo previo con ecuaciones cuadráticas fue una manera de abrir camino 
con los estudiantes para implementar actividades como las que se presentan en 
este trabajo. 
 
3.2.2 Los instrumentos 
Para la realización de esta experiencia, se tuvo en cuenta la realización de tres 
guías de trabajo pensadas de una manera articulada con el fin de iniciar a los 
estudiantes en el estudio concepto de función lineal y posterior a ello en el 
concepto de función cuadrática. 
Para la primera guía de trabajo, se tuvo en cuenta el manejo previo de los 
estudiantes con respecto a conceptos algebraicos y se trabajó en cinco momentos 
que se describen a continuación. 
 
1. Asignación de consulta sobre diferentes planes de telefonía celular con el 
fin de seleccionar dos de ellos, justificando la selección. 
La consulta se realizó vía internet y fue libre con respecto a los operadores que 
debían seleccionar. El tema de la consulta era de interés para los estudiantes y se 
usó como motivación al momento de asignarla. Se buscaba entonces que los 
estudiantes analizaran cuál de los dos planes era más económico y por qué. 
2. Socialización de las investigaciones. 
Cada estudiante reportó el resultado de sus selecciones presentando las 
consideraciones que tuvo en cuenta para hacerlas. Idealmente se buscaba que los 
estudiantes hicieran una relación costo/beneficio entre los precios de los planes y 
los servicios que adquieren con ese plan. Además se pretendió mirar 
matemáticamente de que se valieron para tal actividad. 
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3. Asignación de la guía de trabajo y de la gráfica de Geogebra. 
Se les presentó a los estudiantes una actividad sobre dos planes de telefonía 
celular y se buscaba que a través de una serie de preguntas orientadoras, los 
estudiantes llegaran a identificar qué plan resultaba más conveniente o económico 
y que además pudieran trabajar dentro de la actividad conceptos como función 
lineal, sin haber trabajado este tema anteriormente. 
 
Dentro de la guía se le presentó a los estudiantes una situación en particular, que 
contenía un archivo adicional manipulable en el software Geogebra en el que se le 
presentaban las gráficas correspondientes a los dos planes de telefonía celular, 
además una de las gráficas con un punto arbitrario que podía manipularse para 
observar los cambios que generaba en ella. Dentro de la guía los estudiantes 
podían encontrar una tabla con los valores para cada una de las gráficas y, como 
se mencionó anteriormente, y una serie de preguntas orientadoras. La idea 
principal de todo este contenido era buscar en los estudiantes una aproximación al 
concepto de función, en donde ellos pudieran comparar los dos planes de 
telefonía a la luz de sus conocimientos previos en matemáticas, llegando a 
generalizaciones algebraicas adecuadas que mostraran la manera como 
razonaban y generar, a partir de esta situación, otras situaciones en las que 
pudieran crear sus propias gráficas. 
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Ilustración 3: Gráficas guía #1 
 
 
4. Socialización de los resultados del desarrollo de la guía. 
Teniendo claro que dependiendo del plan y de los costos por minuto es el valor a 
pagar por el servicio, se pone en común la forma de desarrollar la guía por cada 
estudiante y el análisis de cada numeral.  
5. Asignación de consulta sobre situaciones similares a las planteadas en la 
guía y generación de gráfica correspondiente. 
Posterior al trabajo con la guía, se les pidió a los estudiantes que encontraran 
relaciones adicionales de costo y consumo en diferentes situaciones cotidianas 
para ellos. A partir de estas situaciones, se les pidió hacer una relación algebraica 
y una posible solución gráfica para cada una de ellas. 
 
En la segunda guía de trabajo, se les presenta una situación relacionada con el 
movimiento uniformemente acelerado, tomada de Villa-Ochoa (2011b) y realizada 
en el software Modellus. En esta actividad se muestra un vehículo en movimiento 
que recorre determinada distancia y luego se devuelve hasta antes del punto de 
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partida, generando en su movimiento una función cuadrática. Esta situación se 
trabajó en cuatro momentos que fueron dirigidos por un docente encargado a 
través de algunas preguntas orientadoras y posterior a ello se les pedía que 
llenaran la guía que se les había entregado. 
 
1. Descripción del movimiento. 
Inicialmente se buscaba que los estudiantes observaran por unos minutos el 
movimiento del carro que a partir de esa observación hicieran una descripción 
detallada de ese movimiento, teniendo en cuenta el desplazamiento y la velocidad 
del carro, además del reconocimiento de las cantidades que allí intervenían.  
Ilustración 4: Animación guía #2 
 
2. Construcción de la gráfica. 
A partir de esa descripción, se les pidió a los estudiantes que generaran una 
gráfica en el papel, que diera cuenta del movimiento del carro, tal como ellos lo 
percibían. 
3. Análisis y descripción de la tabla de valores. 
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Para este tercer momento se les mostró a los estudiantes las funciones 
algebraicas y la tabla de valores generada en la animación de Modellus, con el fin 
de que analizaran la distancia recorrida en pequeños intervalos de tiempo y que a 
partir de ese análisis individual de los intervalos, pudieran realizar comparaciones 
entre ellos, con el fin de llegar a una justificación clara de cómo era el movimiento 
que mostraba el carro. 
Ilustración 5: Tabla de valores 
 
4. Comparación de gráficas y representación algebraica. 
Finalmente, se les pidió a los estudiantes que hicieran una comparación entre la 
gráfica planteada por ellos inicialmente y la gráfica generada en la animación. A 
partir de esta comparación, se buscó que los estudiantes comprendieran 
adecuadamente la finalidad de la dirección del carro, además de llegar a una 
expresión algebraica que representara la variación del mismo. 
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Ilustración 6: Gráfico movimiento del carro 
 
Para la tercera guía de trabajo se tomó como referencia una de las propuestas 
de Mesa y Villa-Ochoa (2007) que busca una aproximación a la idea de 
modelación dentro del pensamiento variacional. Allí se plantea la venta de un plan 
turístico en determinada empresa de viajes, que premia a aquellas personas que 
organicen grupos para el plan turístico, con un descuento especial por cada una 
de esas personas que hagan parte del grupo. 
Esta actividad se centró en dos momentos específicos que fueron: 
1. Reconocimiento y representación de las relaciones funcionales. 
En este primer momento se les presentó la actividad a los estudiantes con todas 
las características a tener en cuenta, con respecto a los descuentos planteados. 
Con base en esa información, se realizaron algunas preguntas orientadoras que 
dieran cuenta de la comprensión de la actividad y de la variación y la relación que 
pueden encontrar entre las variables allí trabajadas. 
31 
 
2. Análisis de gráficos y tablas. 
Para este segundo momento, se buscó que por medio del análisis y manipulación 
de tablas y la construcción de gráficos, los estudiantes dieran cuenta de la 
compresión del papel que juega cada una de las variables, del crecimiento o 
decrecimiento en los valores dados y que fueran capaces de crear sus propias 
gráficas a partir de la información obtenida. 
 
3.2.3 Registro de la información  
Además de las guías de trabajo, se tuvo en cuenta el programa Camtasia para 
grabar la ejecución y el desarrollo de las mismas. Este programa permite grabar 
no sólo la imagen de lo que el estudiante se encuentra haciendo en su 
computador personal, sino que permite grabar la voz de los estudiantes y las 
preguntas y orientaciones que se les iban generando, además de su propia 
imagen. 
Con base entonces en las guías desarrolladas y los videos tomados, se hizo una 
transcripción detallada de las respuestas e inquietudes generadas por los 
estudiantes durante la realización de las actividades y posterior a ello se inició con 
el análisis de cada una de ellas. 
 
3.2.4 Análisis de la información  
Como se mencionó anteriormente, este trabajo se basó en la implementación de 
unas guías de trabajo en las que se buscaba aplicar situaciones particulares 
relacionadas con la función lineal y la función cuadrática. Estas guías fueron 
entregadas a los estudiantes a través del correo electrónico y guiadas por un 
docente, cada uno de ellos contaba con su respectivo computador el cual tenía 
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instalado el programa Camtasia, que permitió que ellos pudieran grabar la forma 
en que iban desarrollando la guía, los instrumentos que utilizaban para tal fin, lo 
que iban manipulando en la calculadora y tener un registro de sus propias voces, 
especialmente de las preguntas y orientaciones generadas durante el desarrollo 
de la guía. 
Luego de este registro, los estudiantes enviaban a su profesor el video grabado y 
el desarrollo de la guía, ya fuera por correo electrónico o de forma física. A partir 
de estas evidencias se hizo una transcripción detallada de lo que se observó en 
los videos y de lo que se consignó en las guías de trabajo, haciendo de manera 
paralela un análisis que permitiera identificar las acciones mentales allí 
involucradas, de los procesos y comportamientos pseudo-analíticos que se 
lograron evidenciar en los estudiantes y de las relaciones encontradas a partir del 
marco teórico propuesto dentro de este trabajo. 
Cabe resaltar que toda esta información extraída de las guías de trabajo, fue 
revisada en compañía del asesor con quien se analizó detenidamente lo allí 
consignado y se hicieron los cambios y correcciones respectivas, que permitieran 
total claridad y aplicación del marco teórico, en especial de las acciones mentales. 
 
3.3 Alcances y limitaciones de la experiencia 
Aunque esta propuesta se presenta de forma diferente que se pueda tornar 
agradable ante los ojos de los estudiantes, el propósito primordial fue identificar 
algunas características específicas del razonamiento los mismos, relacionadas 
con sus habilidades y conocimientos matemáticos así como los diferentes 
procesos que involucran la covariación y las diferentes formas de trabajarlo; es 
claro que esta experiencia no pretende ser una generalización para toda una 
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comunidad en general, ni mucho menos mostrar que todos los estudiantes 
razonan de igual manera. 
Los estudiantes que aquí se tuvieron en cuenta, refieren a características 
específicas tanto en los procesos de enseñanza, como en los procesos de 
aprendizaje, ya que hacen parte de una comunidad educativa específica; y aunque 
estas actividades fueron diseñadas con miras a buscar y generar en ellos diversas 
inquietudes en la parte conceptual y analítica, con el fin de promover el desarrollo 
del razonamiento covariacional asociado al concepto de función lineal y función 
cuadrática, utilizando como medios software dinámico como Geogebra y Modellus, 
que les permitiera cuestionarse, indagar y utilizar diversas estrategias de solución 
y de construcción del conocimiento; no está de más admitir que este tipo de 
actividades pueden ser replicables a  otro tipo de estudiantes, ya que el objetivo 
principal de estas es muy generalizado y da cuenta fácilmente de aspectos tan 
importantes como los mencionados anteriormente. Por eso es importante la 
construcción de diferentes alternativas o situaciones de aula que puedan 
convertirse en una ayuda para diversos contextos educativos y que a partir de 
ellas se puedan realizar diferentes adaptaciones que sean de ayuda para otros 
contextos, teniendo en cuenta la realización de los cambios pertinentes y 
necesarios para cada comunidad.  
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4. EL RAZONAMIENTO COVARIACIONAL. ALGUNOS RESULTADOS 
 
A continuación se presenta el análisis realizado y los resultados obtenidos dentro 
de las guías de trabajo, con base en las acciones mentales y los niveles de 
razonamiento presentados dentro del marco teórico, además de la teoría del 
pensamiento variacional. Cabe resaltar que los nombres utilizados para los 
estudiantes son seudónimos. 
 
4.1 GUÍA DE TRABAJO #1 
 
Dentro de los dos primeros momentos de la actividad, inicialmente se les pidió a 
los estudiantes que abrieran sus computadores y buscaran dentro de las tres 
empresas de telefonía celular más utilizadas (Tigo, Movistar y Comcel) dos planes 
que para ellos fueran los mejores y por qué. Para ello se les dio un tiempo límite 
de 20 minutos, durante ese tiempo los estudiantes hacían preguntas como si 
debían ser de la misma operadora o de diferentes, cuál era la mejor razón para 
seleccionar un plan y la forma como debían presentarlo dentro de la clase. Para 
ello se les aclaró que podría ser de la misma operadora o de diferentes, que las 
razones para elegir el plan dependían exclusivamente de las necesidades de cada 
uno y finalmente, que la forma de presentarlo a la clase era a modo de 
conversatorio. 
Después de que los estudiantes realizaron la consulta, se les pidió guardar los 
computadores y para comenzar un diálogo frente a los hallazgos y conclusiones 
iniciales frente a la pregunta que motivó la consulta. Se encontró que la mayoría 
de los estudiantes elegían el plan basándose en el tipo de equipo celular que 
tenía, para caso fue un Blackberry. Específicamente en la empresa de telefonía 
celular Comcel, ya que  la gran mayoría de los estudiantes tienen su plan en esta 
empresa, además afirman que lo importante no es tanto la cantidad de minutos, 
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sino el plan de datos que se les ofrece (que cuente con internet y chat, además de 
Facebook, Twitter y otras redes sociales que ellos visitan; finalmente afirman que 
en Comcel se tiene mejor señal y que por ello es mucho mejor elegir un plan 
dentro de esta empresa. 
Solo dos estudiantes concluyeron que los mejores planes eran aquellos que les 
permitían tener una cantidad suficiente de minutos como para comunicarse con 
sus padres. 
De esta manera se logró introducir a los estudiantes para dar inicio al trabajo con 
la primera actividad planeada. 
 
4.1.1 El caso de Juanito 
 
Juanito inicia el abordaje de la actividad descargándola de su correo y abriendo el 
archivo, tanto de la guía, como de las gráficas de Geogebra. Hace una lectura 
rápida de las preguntas y una breve visualización de las gráficas, con la idea de 
dar inicio a la actividad. Posterior a ello, empieza a dar respuesta a cada una de 
las preguntas que se le presentan en la guía. 
 
Para dar respuesta a las preguntas: ¿Cuánto pagaría una persona por consumir 
65 minutos en cada uno de los dos planes? y ¿Cuánto pagaría una persona por 
consumir 100 minutos en cada uno de los dos planes? el estudiante asume el 
primer plan, y reconoce la relación de multiplicación que se establece entre el 
valor unitario del minuto ($229) y la cantidad de minutos consumidos según la 
pregunta (65 y 100 minutos), para obtener un valor total de $14.885 y $22.900, 
respectivamente. Este reconocimiento puede interpretarse como una acción 
mental uno, dentro del marco conceptual de Carlson y sus colaboradores, ya que 
el estudiante no solo está reconociendo una dependencia entre las cantidades 
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“minutos consumidos” y “valor del consumo”, sino que también ha establecido las 
relaciones numéricas que entre ellas interviene, es decir, que se observa una 
coordinación del valor de una variable con los cambios de otra. Se observa la 
necesidad de que el estudiante reconozca que dichas cantidades son variables y, 
por tanto, las operaciones numéricas realizadas se presentan como una manera 
de observar la relación o covariación entre dichas variables. En las ilustraciones 
siguientes se muestra al estudiante realizando algunos cálculos para obtener sus 
respuestas y escribiendo las mismas. 
 
Ilustración 7: Evidencia 1 
 
 
Ilustración 8: Evidencia 2 
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Para el segundo plan, el estudiante reconoce que se paga un plan básico de 
$19.491 por consumir hasta 89 minutos, de acuerdo a esto, responde que por 65 
minutos en el plan debe pagar el mismo valor del plan básico, es decir $19.491. 
Para la pregunta de ¿cuánto paga por consumir 100 minutos?, como no tiene una 
respuesta inmediata y se evidencia una dificultad para ello, la deja para el final, 
realizando el proceso adecuado gracias a la interacción entre Geogebra y los 
cálculos realizados en la calculadora del computador que le permitieron adquirir 
mayor seguridad y compresión frente a los procedimientos que debía realizar para 
resolver la situación adecuadamente, ya que el estudiante a partir de la 
observación de la gráfica pudo calcular un valor aproximado y con los cálculos 
realizados pudo corroborar lo visto en la gráfica. Cabe resaltar que inicialmente el 
estudiante no comprendía adecuadamente lo que pasaba con el plan (2), ya que al 
realizarlo inicialmente observaba la gráfica y la tabla de los valores dados en 
repetidas ocasiones, lo que generó en el estudiante una inquietud que no le 
permitió dar una respuesta de inmediato, sin embargo a lo largo de la realización 
de otros puntos de la guía como el 8 en el que debía llenar una tabla con 
diferentes valores para el plan (1) y (2), el estudiante consiguió tomar conciencia 
frente al reconocimiento de un valor fijo para cierta cantidad de minutos y que 
cuando esta cantidad de minutos aumenta el valor a pagar por cada uno de ellos 
cambia y varía dependiendo de la cantidad de más, que en este caso era 11 
minutos, además de la posibilidad de manipulación del software que juega un 
papel importante como mediador para el conocimiento y que en este caso le 
permitió al estudiante visualizar un valor aproximado para el total de minutos en el 
plan dos, utilizando las herramientas proporcionadas por el software como la 
ubicación de un punto. De esta manera pudo llegar a una respuesta más 
aproximada.  
Las siguientes ilustraciones muestran el momento en el que el estudiante observa 
la gráfica y la tabla de valores, con el fin de buscar un punto que le permitiera 
llegar a un valor aproximado. 
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Ilustración 9: Evidencia 3 
 
 
Ilustración 10: Evidencia 4 
 
 
En la pregunta en donde se le pide al estudiante que manipule la gráfica para ver 
qué pasa cuando esta cambia de posición, después de dar una mirada a la gráfica 
y de hacer su respectiva manipulación, afirma que moviendo el punto B se da una 
nueva gráfica y esta nueva o nuevas gráficas, dan cuenta de un nuevo plan de 
telefonía. Al preguntarle al estudiante sobre la interpretación que hace al respecto, 
éste afirma que como la gráfica puede subir o bajar, pero sigue siendo recta, hace 
referencia a un nuevo plan de telefonía, en donde los minutos tienen un valor 
diferente. Esto da cuenta de una acción mental uno dentro del marco conceptual, 
ya que el estudiante coordina los cambios de una variable con los de otra. 
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Ilustración 11: Evidencia 5 
 
 
Después de responder a las anteriores preguntas, el estudiante realiza un salto 
dejando para el final la realización de aquellas que tienen que ver más con 
visualización, manipulación y comprensión de las gráficas y continúa trabajando 
con aquellas preguntas que tienen que ver estrictamente con la parte algebraica. 
Esto lo hace con el fin de continuar con la misma línea de trabajo y facilitar el 
trabajo que venía realizando. En el siguiente diálogo se observa una evidencia de 
este hecho: 
Docente: “¿Juanito, por qué te saltaste esas preguntas?” 
Juanito: “Profe, es que es más fácil hacer las otras primero” 
Docente: “¿y por qué es más fácil?”  
Juanito: “ah, pues porque ya había empezado a resolver las preguntas 
donde tengo que hacer cálculos, entonces me parece mejor seguir con esas 
y luego hago las otras” 
Cuando se le da una cantidad determinada en el plan (1), para encontrar el total 
de minutos a los que corresponde, se observa facilidad en su solución dividiendo 
$20.000 que es la cantidad que le están dando, entre 229, que es el valor de 
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minuto para el plan (1). De esta manera, obtiene como resultado aproximado 87 
minutos. Esto muestra que el estudiante encuentra una correlación en términos de 
operaciones, relacionado con las cantidades numéricas allí involucradas. 
El estudiante observa que los valores de una de las cantidades antes 
mencionadas, depende de otra y ha determinado el procedimiento que describe 
esa relación; sin embargo, aún no ha establecido un parámetro general para que 
se evidencie cierto rango algebraico, es decir,  que no reconoce los valores como 
variables; pero sí está pensando en términos aritméticos. En este caso el 
estudiante estaría en un Nivel 1, ya que se observa coordinación por parte del 
estudiante en cuanto al valor que toma una variable, dependiendo de los cambios 
de otra, aunque estrictamente no lo trabaje como variable. 
Para responder a la pregunta: ¿en qué momento las operadoras cobrarían el 
mismo valor?, el estudiante tiene en cuenta el punto de intersección de las 
gráficas en Geogebra y a partir de esta observación, divide $19.491 entre el costo 
por minutos para el plan (1), ($229), obteniendo así un valor aproximado de 85 
minutos. El estudiante hace uso de lo visual y de la herramienta tecnológica que 
en este caso es el software Geogebra, para llegar a respuestas de tipo aritmético. 
En su respuesta, el estudiante no hace referencia específica al plan que 
corresponde la cantidad de minutos encontrado que es 85, pero se entiende que 
para el plan (2) es el valor fijo que se paga y ese valor si se divide por 229, da un 
promedio del número de minutos que puede pagar con ese valor pero en el plan 
(1), (esto por haberlo dividido por $229 que es el valor del minuto en ese plan). 
Pregunta: ¿En qué momento las operadoras cobrarían el mismo valor? 
Juanito: Cuando se cobran $19491, aproximadamente cuando se 
consumen los 85 minutos. 
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 Cabe resaltar que ese valor lo toma directamente por observación en la gráfica, 
sin embargo omite que existe otro punto en el que se encuentran las gráficas, es 
decir, otro momento en el que las operadoras cobran el mismo valor. Esto se da 
debido a un comportamiento pseudo-analítico, ya que puede entenderse como un 
comportamiento conceptual, pero que realmente es producido por asociaciones 
abiertas de las que el estudiante no tiene control. 
En este caso el estudiante deja a un lado la parte aritmética y hace uso de lo 
visual para llegar a una respuesta, aunque esa observación la centra más en una 
de las intersecciones de las dos gráficas, ya que muy próximo a esa intersección 
se encuentra un punto ubicado que llama la atención del estudiante, mientras que 
la otra intersección no es tan visible para él porque no existe un punto dado 
cercano (Esto se infiere teniendo en cuenta la observación del estudiante, ya que 
éste no hace ninguna verbalización). El razonamiento que el estudiante hace a 
partir de la observación en la gráfica y de un punto específico en ella ubican al 
estudiante en un nivel 2 de razonamiento, ya que sustenta las acciones mentales 
identificadas como AM1 y AM2 que hablan no sólo de la coordinación del valor de 
una variable con los cambios de otra, sino que existe también una coordinación en 
la dirección de cambio. 
Continúa con la tabla que debe completar para los dos planes de telefonía. En 
esta tabla se le dan en algunos casos el número de minutos consumidos para que 
encuentre el valor total a pagar para los dos planes y en otras ocasiones se le da 
el valor total a pagar para el plan (1) o para el plan (2) y se le pide que encuentre 
la cantidad de minutos consumidos.  
 
Se observa que, sin ninguna dificultad, el estudiante encuentra los valores para el 
plan (1), multiplicando el número de minutos consumidos por el valor del minuto, 
($229); y en el caso en el que se le daba el valor del plan (1), dividiendo los 
valores dados por el valor del minuto, para obtener el total de minutos 
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consumidos. Como se mencionó anteriormente, el estudiante establece una 
relación numérica entre dos cantidades, donde una de ellas depende 
estrictamente de la otra.  
 
De acuerdo a lo anterior, se observa claridad por parte del estudiante en cuanto a 
la relación numérica entre las cantidades dadas, ya fuera una relación directa o 
inversa, haciendo uso de la multiplicación y la división como una opción para 
responder a estas preguntas numéricas específicamente relacionadas con 
cantidades, además reconoce las cantidades “consumo” y “valor total” como 
variables, y una valor constante que es el costo del minuto. Se observa entonces 
que Juanito coordina los cambios de una variable con los cambios de otra y según 
el marco conceptual de Carlson este reconocimiento corresponde a la primera 
acción mental. 
 
Para encontrar las cantidades correspondientes al plan (2), inicialmente busca los 
valores dentro de la tabla de puntos que tiene la guía y observa que hasta el 
minuto 89 una persona debe pagar el mismo cargo básico de $19.491, por lo 
tanto, empieza por escribir el valor para aquellos minutos que están dentro del 
valor constante o cargo básico. Esto muestra que el estudiante reconoce que para 
el plan (2) el valor del cargo básico siempre será el mismo, siempre y cuando la 
cantidad de minutos consumidos sea igual o menor a 89. De acuerdo a esto, se 
asume entonces el cargo básico como una tasa de variación (razón de cambio) de 
tipo discreta y que dentro del marco conceptual se relaciona con una acción 
mental 3, ya que existe coordinación de las magnitudes relativas de cambio en las 
variables allí establecidas. 
 
Las siguientes ilustraciones muestran la tabla de la guía en la que el estudiante se 
basó para encontrar algunos valores y la tabla completada por el estudiante, de 
acuerdo a los cálculos realizados. 
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Ilustración 12: Tabla de valores 
 
 
Ilustración 13: Tabla realizada por el estudiante 
 
 
Para conocer el valor total que debe pagar por los 124 minutos dentro del plan (2), 
multiplica 25 por 330 (el estudiante hace una resta mentalmente, pero obtiene un 
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valor errado ya que la cantidad contemplada dentro del plan es 89 y le preguntan 
por el valor a pagar para 124 minutos, la resta daría 35) y suma el valor constante, 
después de obtener el valor, observa la gráfica y se da cuenta que ese valor no 
concuerda con el de la gráfica. Continúa buscando el valor haciendo otros cálculos 
como multiplicar los 124 minutos por 330, pero nuevamente observa que el valor 
es alto. Posteriormente hace la misma operación y le resta el valor constante, pero 
sigue viendo que está cometiendo un error. Resta 124 con 89, obteniendo 35 y 
este valor lo multiplica por 330, obteniendo como resultado $11.550. Apunta el 
valor en un lado de la guía y luego multiplica 124 por 219 pero no tiene en cuenta 
este resultado. Finalmente suma el valor del cargo fijo con la cantidad obtenida de 
multiplicar 330 por 35, dándole como resultado final $31.491. El estudiante tiene 
en cuenta el cargo fijo y el valor constante de los minutos adicionales, asumiendo 
en sus operaciones que el valor a pagar varía dependiendo de la cantidad de 
minutos de más que se consuman fuera del cargo fijo a pagar, lo que ubica al 
estudiante en la acción mental 2 ya que existe comprensión de la dirección de 
cambio de la variable de salida mientras consideran los incrementos en la variable 
de entrada. 
 
Se observa que a pesar de los errores cometidos por el estudiante, la gráfica, el 
conjunto de puntos y sus conocimientos lo hacen comprender que está en un error 
y esto lo lleva a buscar una alternativa adecuada para su solución. Aunque no se 
observa una idea inicial para encontrar este valor, el estudiante después de 
intentar diferentes operaciones con los datos que tenía, se observa como el 
software le proporciona información para su análisis a partir de la observación y de 
la manipulación de las gráficas, además de la tabla de puntos extraída de allí 
mismo. Aunque su razonamiento inicial era errado, el software le permitió 
comprender su error y buscar una nueva alternativa para encontrar una correcta 
solución. Este proceso final lo repite para obtener el valor a pagar para 146 
minutos, para 158 minutos y para 183 minutos. Se observa como Juanito da 
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cuenta de una AM3, ya que está tomando en cuenta un valor que es constante, lo 
que implica una estimación de la tasa de variación, teniendo en cuenta ese valor 
constante. De esta manera se ubica al estudiante en el nivel 3 de razonamiento ya 
que sustenta a partir de sus razonamientos las acciones mentales conocidas como 
AM1, AM2 y AM3. 
 
Para obtener el total de minutos y el valor de esos minutos en el plan (1), con 
respecto al valor total a pagar dado dentro de la guía para el plan (2), utiliza lápiz y 
papel para realizar algunos cálculos. Retoma la calculadora y resta $21.929 con el 
valor del cargo fijo es decir $19.491, obteniendo como resultado $2.438, realiza 
otros cálculos y luego divide este valor por 330, obteniendo 7, 38 como respuesta. 
Retoma el valor de $2.438 vuelve a dividirlo por 330 y lo que le da lo suma con 89, 
dándole 96,38. Borra este valor y toma el valor aproximado de 96 y lo resta con 
89. Multiplica 7 por 330 y le suma el valor constante, obteniendo $21.801. Observa 
la gráfica para ver el valor y considera que este es correcto, finalmente multiplica 
$229 por 96, para obtener el costo total del plan (1) que es de $21.984. 
 
Para el valor de $44.369, le resta el valor constante y lo que le da lo divide por 
330, dándole como resultado 75,38 luego esto lo suma con 89 y obtiene un valor 
aproximado de 164,38 considerando que este es el total de minutos que puede 
consumir en el plan 2 con $44.369. Finalmente multiplica 164 por $229 para 
obtener el valor total del plan (1) que es $37.556. 
 
Aquí, se observa nuevamente un manejo de las relaciones numéricas, tanto 
inversas como directas y un uso adecuado de las operaciones básicas para llegar 
a encontrar sus respectivas cantidades y aunque no se observa todavía un patrón 
de regularidad, si se observa que el estudiante encuentra la dependencia de una 
cantidad con respecto a otra y es capaz de determinar el proceso indicado para 
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ello, encontrándose nuevamente en la acción mental 2, debido a que existe una 
coordinación de la dirección de cambio de una variable con respecto a los cambios 
de otra. Por otro lado, el estudiante nuevamente utiliza herramientas tecnológicas 
para llegar a un resultado y que reconoce un valor constante como una tasa de 
variación lo que lo llevaría a avanzar a una acción mental 3 dentro del marco 
referencial. 
Habiendo terminado la tabla, en la que se llevó mayor tiempo de reflexión, el 
estudiante retoma las preguntas que tienen que ver más con la manipulación de 
las gráficas y las interpretaciones que de allí se pueden hacer. 
Para responder a las preguntas de qué pasa con la gráfica cuando el valor del 
minuto aumenta o disminuye, el estudiante le pide ayuda al docente y este le hace 
la indicación al estudiante de observar detenidamente la animación y mirar como 
un punto B arbitrario puede manipularse para observar los cambios que puede 
tener la gráfica. De esta manera el estudiante deduce a partir de la observación 
que si el minuto aumenta su costo, la gráfica cambia su inclinación, apuntando 
más hacia arriba y que por el contrario, cuando el minuto es más barato, entonces 
la gráfica se inclina en forma opuesta, lo que lo ubica en una acción mental dos de 
coordinación de la variación en la dirección de cambio de una variable con los 
cambios de la otra.  
La observación realizada por el estudiante la hace gracias a la manipulación del 
software y a la información que este puede proporcionarle, lo que permite que el 
software se convierta en una herramienta para el análisis de la variación entre 
cantidades. De acuerdo a esta información, se puede decir que el estudiante se 
encuentra en un nivel 3, ya que se observa coordinación por parte del estudiante 
entre la cantidad de cambio de una variable y el cambio que se produce en la otra. 
A continuación se muestra una ilustración en la que se puede observar cuando el 
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estudiante Juanito hace uso de la gráfica y que a través de la manipulación de la 
misma, se ayuda para llegar a una respuesta. 
Ilustración 14: Evidencia 6 
 
Cuando se le pregunta al estudiante por la relación entre el número de minutos 
consumidos en cada uno de los planes y el costo total del consumo, el estudiante 
define claramente para el plan (1) que: 
 
Algebraicamente, el estudiante está definiendo correctamente la función, 
comprendiendo que hay una dependencia entre dos cantidades que se relacionan 
con un valor constante, lo que lo lleva a mostrar evidencias de una acción mental 
3. 
Con respecto al plan (2), el estudiante afirma que: 
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De esta manera el estudiante muestra claramente la comprensión de que existe 
un cargo básico hasta los 89 minutos del plan y que de ahí en adelante los 
minutos que se gastan tienen un cobro diferente, que se le debe agregar al cargo 
básico. Aunque el estudiante no ha trabajado el concepto de función por partes, 
implícitamente lo está trabajando con la descripción realizada. Esto muestra 
evidencia de unas bases dentro del pensamiento algebraico, ya que el estudiante 
puede reconocer y representar diversas relaciones entre las cantidades allí 
encontradas, además de la utilización de modelos matemáticos ya establecidos. 
En ese sentido el estudiante da cuenta de una acción mental 2, ya que reconoce 
los cambios de una variable con respecto a otra. 
Teniendo claro esto, el estudiante define las siguientes dos “ecuaciones” que son: 
Plan 1: nX229=t   (      ) 
Plan 2: (eX33o)+19491=t (             ) 
Se reescriben las ecuaciones planteadas por el estudiante al frente de cada una, 
teniendo en cuenta la interpretación que se hace de los símbolos que el estudiante 
está usando, como la x para representar la multiplicación y el paréntesis para 
separar la multiplicación de la suma. Esto muestra que el estudiante da cuenta de 
una AM3 dentro del marco teórico y esto se debe a que está realizando una 
generalización de manera algebraica sobre su interpretación de las gráficas, 
además allí se muestra que el estudiante comprende que existen cantidades que 
son variables y otras que son constantes, lo que lo lleva a establecer una relación 
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de covariación entre las cantidades allí establecidas. Nuevamente se ubica al 
estudiante en un nivel 3, ya que sustenta las acciones mentales 1, 2 y 3. 
Se reafirma entonces la comprensión del estudiante sobre la actividad realizada, 
sin embargo falta en la primera ecuación, para que sea función, saber que el valor 
t depende directamente del valor n; y en la segunda ecuación, falta clarificar que 
esta ecuación sólo es válida cuando la variable e es mayor que 89 y que esos 
valores mayores que 89 deben ser tomados desde, es decir, para 90 minutos se 
hablaría de 1. 
Con base en lo anterior, se observa la utilización del pensamiento algebraico, 
aunque existan todavía errores que deben ser clarificados ahondando más en los 
conceptos que allí se están manejando. Con respecto al concepto de función 
lineal, aunque es el primer acercamiento del estudiante con este concepto, se 
observa comprensión con base en lo realizado y profundización en los análisis y 
observaciones realizadas dentro de la guía. 
Teniendo en cuenta todo el trabajo realizado dentro de la guía, el estudiante 
termina por concluir que el plan (1) en todos los casos resulta ser  más económico, 
ya que la relación entre los minutos consumidos y el precio total siempre vale 
menos a comparación del plan (2) El estudiante no toma en cuenta lo que muestra 
la gráfica que en un pequeño intervalo el plan (2) es más económico y tampoco 
tiene en cuenta que en otros dos momentos los planes tienen el mismo beneficio. 
Se podría decir entonces que el estudiante se queda en lo global de la gráfica y de 
la situación como tal, no visualizando el pequeño intervalo. De esta manera se 
observa que las expresiones algebraicas surgen aun sin tener un razonamiento 
covariacional muy avanzado, lo que implica que las variables adquieran un 
significado más por el lado de una generalización de números. 
De esta manera se observa que el estudiante comprende de manera intuitiva el 
concepto de función lineal, aunque no haya trabajado el concepto como tal, de 
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esta manera se puede ver un comportamiento pseudo-analítico por parte del 
estudiante, además de una serie de análisis que mostraron la mayor parte del 
tiempo características de las acciones mentales 2 y 3, de acuerdo a la forma como 
razonó con base en las variables presentadas dentro  de la situación presentada. 
 
4.1.2 El caso de Carito 
 
El primer análisis que realiza la estudiante es directamente en la gráfica. Para 
empezar su trabajo, la estudiante abre la gráfica e ingresa un punto arbitrario 
sobre el eje x y sobre ese punto construye dos rectas perpendiculares. Con esto lo 
que busca es encontrar un punto de corte para resolver la pregunta sobre cuánto 
debe pagar para los dos planes, por 65 minutos, dando como resultados:  
Plan (1): $15.000 
Plan (2): $19.236 
La siguiente ilustración muestra las construcciones auxiliares realizadas por la 
estudiante.  
 
Ilustración 15: Evidencia 7 
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Hasta este momento la estudiante únicamente se basa en la parte visual, tanto de 
la gráfica como de la tabla de puntos para llegar a una respuesta, además de la 
manipulación de la gráfica a través de construcciones auxiliares. De acuerdo a esa 
visualización, obtuvo un valor aproximado con respecto al valor a pagar por 65 
minutos para los dos planes. 
De esta manera la estudiante da cuenta del reconocimiento de que la variación de 
una cantidad depende de otra. 
Para encontrar el valor a pagar dentro de los dos planes para 100 minutos, la 
estudiante ubica un punto cerca de donde se cortan las dos gráficas dadas 
inicialmente, buscando ubicarla en el 100 para el eje x, y sobre ellas construye un 
par de rectas perpendiculares, obteniendo como respuesta a esta pregunta que: 
Plan (1): $23.173 
Plan (2): $23.173 
En la siguiente ilustración se muestra el momento en el que la estudiante 
construye las rectas perpendiculares en el punto en el que se cortan las dos 
gráficas. 
Ilustración 16: Evidencia 8 
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Nuevamente el razonamiento de Carito se basaba sólo en las imágenes visuales 
proporcionadas por el software y a partir de lo que observa en la gráfica, deduce 
que el valor que se paga en cada uno de los planes para 100 minutos es igual. 
Analizando las respuestas dadas a estas dos primeras preguntas, bajo el marco 
teórico de Carlson y sus colaboradores, la estudiante se encuentra en una AM1, 
ya que se observa coordinación de una variable con los cambios de la otra. 
Después de realizar movimientos con el deslizador (punto móvil de la gráfica) y 
observar qué pasa el momento en que la gráfica se mueva, la estudiante concluye 
para la pregunta de qué pasaría si el valor del minuto cambia, que se crearía una 
nueva gráfica y a partir de esa gráfica se crea un nuevo plan. En este sentido la 
estudiante no especifica qué tipo de plan y que pasa cuando el valor se vuelve 
mayor o menor, sin embargo, se observa la presencia de una acción mental dos, 
en el sentido en que se generan cambios con respecto al tipo de plan, debido al 
cambio en una de las variables, aunque no necesariamente se esté razonando 
con base en las cantidades variables de la situación inicial. 
Para la pregunta sobre qué pasa con la gráfica cuando el valor del minuto se 
incrementa, la estudiante analiza la gráfica, sacando como conclusión que 
“cuando el minuto es más costoso las dos gráfica suben”. Por el contrario, si el 
valor del minuto disminuye, la estudiante responde que “las dos graficas 
descienden, entonces bajarían”. No se observa la utilización de un vocabulario 
adecuado como hablar de qué pasa con la pendiente, pero se observa que 
entiende lo que pasa con la posición de la gráfica cuando hay un aumento o 
disminución en los valores dados, dando muestras de una acción mental 2 ya que 
existe correlación y dirección entre las cantidades, sin embargo aún no hay una 
cuantificación de lo que está variando, lo que la lleva a ubicarse directamente en 
un nivel 3. 
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Después de que la estudiante describe lo que pasa cuando el valor del minuto se 
incrementa o disminuye, retoma nuevamente la gráfica de Geogebra y ubica un 
punto sobre la que representa el plan (1) en la parte donde ésta es constante, 
construyendo sobre ese punto dos rectas perpendiculares. Con base en esa 
construcción y su propia observación, la estudiante concluye que si tiene $20.000, 
podría consumir 85 min para el plan (1). Al finalizar, la estudiante borra las 
construcciones auxiliares. Esta respuesta aunque no es exacta, si es un valor 
aproximado al real. Nuevamente la estudiante reconoce que el valor de una 
variable cambia con los cambios de la otra, lo que da cuenta de una acción mental 
1, además la estudiante es capaz de hacer estimaciones a partir de la 
observación. 
Cuando se le pregunta a Carito sobre el momento en el que las operadoras cobran 
el mismo valor, la estudiante vuelve a construir un punto sobre la gráfica del plan 
(2), pero esta vez buscando que ese punto coincida en con el punto en el que se 
encuentran las dos rectas, o mejor dicho, en el punto en que se cortan, 
construyendo sobre ese punto dos rectas perpendiculares. Con base en la 
información que puede analizar por medio de la gráfica, la estudiante concluye que 
las operadoras cobran el mismo valor a los 100 minutos y el valor seria $22.966. 
La estudiante hace uso del software para dar una respuesta aproximada y aunque 
sólo toma uno de los dos puntos en los que se cortan las gráficas, se evidencia 
que la estudiante hace interpretaciones desde la gráfica, aunque no de la manera 
como se ve el cambio entre las cantidades. De acuerdo a lo anterior, se asocia a 
la estudiante con una acciones mentales 1 y 2, ya que existe no sólo coordinación 
en el valor de una variable con los cambios que se presentan en la otra, sino que 
también existe una coordinación en la dirección de cambio, lo que la ubica un nivel 
2 de razonamiento covariacional.  
Aguarda para la solución del punto 8 y 9, para dar respuesta a la pregunta de cuál 
de los dos planes es el más económico, concluyendo a partir de lo trabajado con 
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los otros puntos que el plan (1) es el más económico, ya que el valor de los 
minutos varía. Un minuto  es igual a $229. Aquí cuando la estudiante habla de la 
variación de los minutos se refiere a que, aunque la cantidad de minutos varíe el 
precio del minuto se mantiene, mientras que en el otro plan existe un incremento 
en el valor de los minutos que lo hace más costoso que el plan (1).  
La estudiante realiza una gran pausa con la idea de analizar bien la guía y 
observar sus respuestas hasta el momento. Posteriormente hace uso de la 
calculadora para empezar a completar la tabla de los dos planes, haciendo sus 
razonamientos a partir de la utilización de los medios con los que cuenta.  
Primero inicia multiplicando el total de minutos que se dan, por el valor del minuto 
para el  plan (1) ($229) y de esa manera obtener el valor total que debe pagar, 
dependiendo del número de minutos. Para el punto en el que está el valor que 
debe pagar para el plan (1) y debe encontrar la cantidad de minutos consumidos 
(el valor es $2748), la estudiante hace un tanteo de varias cantidades de minutos, 
hasta que encuentra como valor correspondiente para los minutos, 12. Este tanteo 
lo hace teniendo como referencia la cantidad de minutos que hay antes y después 
de ese valor. Termina entonces de encontrar las cantidades correspondientes  a 
los minutos dados para el plan número 1, dejando pendientes aquellos valores que 
tienen que ver directamente con el plan (2) y los otros valores en donde se debe 
encontrar el total de minutos consumidos teniendo en cuenta el valor dado 
inicialmente. Se observa por parte de la estudiante que establece una relación 
entre una cantidad determinada y los cambios que se generan en otra, aunque no 
esté utilizando el procedimiento algebraico adecuado, lo que muestra que Carito 
se encuentra en una acción mental 1. 
Después de observar detenidamente los valores de la tabla, la estudiante no 
encuentra como hallar los valores que le faltan y le pide orientación al docente, en 
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donde se le aclara que hay un cobro general hasta determinada cantidad de 
minutos.  
Carito: “Profe, tengo una pregunta aquí” 
Carito: “Para hallar el valor del plan dos, el primero, aquí nos dicen: un 
minuto vale 219 y el adicional es de 330, pero el adicional es si se pasa de 
$19.491” 
Docente: “recuerde lo que estaba pasando aquí cuando nos dieron la tabla 
de valores con el costo del plan” 
En ese momento el docente le señala con el mouse dentro de la tabla, los 
puntos que hacen referencia a la gráfica para el plan (2). 
Docente: “Esos $19.491 cubren hasta 89 minutos. ¿Si lo ves?” 
Carito: “Si” 
Carito: “Profe, entonces si me cubre hasta 89 minutos, entonces acá me 
dicen que cuánto sería dos minutos, entonces sería sólo 219 por dos, ¿no?” 
Docente: “Mira la gráfica. La gráfica para el plan primero es esta” – 
señalando la gráfica de color morado – “¿lo que está en verde que me está 
mostrando a mí?” 
Carito: “El valor”. 
Docente: “El valor cierto. ¿Cómo es el valor a medida que pasan los 
minutos de aquí hasta 89?”. 
Carito: “Es igual”. 
Docente: “Es igual. O sea que si consume 2 minutos ¿cuánto le van a 
cobrar?” 
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Carito: “$19.491” 
Docente: “A bueno. ¿Y si consumes 4?” 
Carito: “Lo mismo.” 
Docente: “Eso es lo que te están mostrando acá”. – Mostrando la tabla de 
puntos – 
Carito: “A listo, hasta 89. Entonces todo hasta aquí es $19.491” – señala la 
tabla de puntos hasta un valor anterior a 89 –, “pero cuando dice 124 ya ahí 
si tengo que hacer otro proceso”. 
Docente: “Si” 
Finalizando este diálogo la estudiante comienza a llenar la tabla, iniciando con el 
valor constante para aquellos minutos menores que 89. Para los otros valores, 
regresa a observar las gráficas en Geogebra y hace una construcción auxiliar de 
un punto y una recta sobre ese punto, pero lo hace para la gráfica de la función 
auxiliar, es decir para la función movible, pero cuando va a manipularla observa 
que no debía realizarlo sobre esa sino sobre la original, entonces hace la 
corrección. Posteriormente y con base en los puntos dados, la estudiante 
multiplica 6 por 330 y le suma el valor constante, de esa manera obtiene $21.470. 
Con base en ello entonces, la estudiante hace una especie de “redondeo” y 
asegura que para el valor de $21.929 en el plan (2), el total de minutos 
consumidos fue de 95.  
La estudiante, aunque hace una estimación aproximada, no observa que dentro de 
esa estimación podría haber otro minuto de consumo. Por otro lado, utiliza una 
forma de redondeo que se convierte en poco segura, ya que no se observa 
precisión como si utilizara métodos aritméticos más acertados que sería 
restándole el valor del cargo fijo y dividiendo lo que le queda entre $330, en este 
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caso una operación inversa. Multiplica esta cantidad de minutos por 229 para 
obtener el valor total para el primer plan, que es de $21.755. Este valor tampoco 
siendo el indicado, ya que la cantidad de minutos no es correcta, sin embargo el 
método si realiza un procedimiento acertado.  
De acuerdo a lo anterior, se podría afirmar que la estudiante tiene el manejo de 
algunas relaciones numéricas, principalmente aquellas que son directas; sin 
embargo no se observa todavía un patrón de regularidad por parte de la 
estudiante aunque se muestre evidencia de comprender la dependencia de una 
cantidad con respecto a otra, lo que da cuenta de una AM2. 
Para los 124 minutos, resta esta cantidad con 89 y obtiene 35, luego multiplica 35 
por $330 y obtiene $11.550 y a este valor le suma $19.491, para obtener $31.041. 
Este cálculo lo realiza de manera adecuada y lleva a la estudiante a una respuesta 
correcta. Lo que se observa entonces es que la estudiante tiene dificultades para 
realizar los procesos inversos, aunque comprenda que debe realizarse. 
Hace el mismo procedimiento para encontrar el valor a pagar dentro del plan (2) 
para 158 y 183 minutos, llegando a la respuesta correcta. 
Esto muestra que la estudiante maneja adecuadamente las relaciones numéricas 
directas, haciendo uso de las operaciones básicas, sin embargo no se observa 
todavía una generalidad o determinado patrón que la lleve a esas respuestas 
directamente. Lo que ubica a la estudiante dentro de un nivel 2 de razonamiento 
covariacional. 
Hace algunos cálculos a modo de tanteo, con el fin de encontrar para que cantidad 
de minutos el plan (2) cuesta $33.434, obteniendo un total de minutos de 152, sin 
embargo ese tanteo lo hace multiplicando por $220 y no por el valor correcto que 
es $229. Luego hace el mismo procedimiento anterior que es restar la cantidad de 
minutos, multiplicarla por 330 y sumarle el valor constante. Aunque este último 
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procedimiento es correcto, la cantidad de minutos no lo es por lo tanto no obtiene 
el valor real. 
Finalmente, para obtener el total de minutos y el valor del plan (1) para el valor de 
$44.369 en el plan (2), la estudiante hace un tanteo de minutos, restando a una 
cantidad que ella misma ha elegido, teniendo como referencia el ultimo valor de 
minutos de la tabla y a ese valor que ella elige, le resta los 89 y hace el mismo 
proceso anterior (la estudiante simplemente podría coger la cantidad dada, 
restarle el valor constante y lo que le quede dividirlo por 330 pero no lo hace, por 
lo que le toca hacer varios tanteos). Finalmente, la estudiante por medio de sus 
tanteos define que la cantidad de minutos es 166 (este valor aunque aproximado, 
no es correcto), luego multiplica esta cantidad pero por 220, para obtener el valor 
total del plan 1. La estudiante se olvida del valor correcto por minuto para el plan 
(1), que es de $229. 
Con base en lo anterior, la estudiante responde las preguntas que se presentan 
posteriores a la tabla, afirmando que la relación entre la cantidad de minutos y el 
valor para el primer plan consiste en: 
 
Aunque su proceso y análisis es correcto, nuevamente la estudiante se equivoca 
en cuanto al valor del minuto que no es de $220, sino de $229. Se observa 
entonces que la estudiante toma en cuenta que existe un valor que está constante 
y que depende de otro que puede variar y que a partir de ellos se obtendrá 
determinada cantidad que representa el total. Esto da cuenta de una acción 
mental 3. 
En la pregunta b, con respecto al plan (2), la estudiante afirma que la relación es:  
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De acuerdo a estas afirmaciones entonces, la estudiante generaliza y representa 
de manera algebraica los dos planes de la siguiente manera: 
 
Aquí la estudiante aunque está haciendo un razonamiento adecuado que da 
cuenta de un manejo algebraico y de una correcta relación entre las cantidades 
dadas, no toma en cuenta que P, es decir el precio es un valor fijo y no debería 
ponerlo como un valor variable. 
 
En este caso se observa que la estudiante no llegó a una generalización adecuada 
y tampoco a un acercamiento a lo que debería ser correcto, lo que se evidenció 
también mientras hacía algunos cálculos como las operaciones inversas. 
Sin embargo, cabe resaltar que se observó en la estudiante una comprensión de 
lo que es una función lineal y la relación de dependencia entre dos cantidades que 
está dentro del concepto como tal. 
Por lo anterior, se pudo observar que mientras el estudiante Juanito hace uso 
principalmente de herramientas como los cálculos matemáticos y la utilización de 
procesos algebraicos para llegar a sus respuestas; la estudiante Carito se basaba 
principalmente en procesos de observación y manipulación de las gráficas, con los 
que llegaba a aproximaciones. Esto muestra dos maneras diferentes de 
razonamiento – la algebraica y la visual – que llevan a resultados aproximados o 
iguales en determinada situación. 
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Uno de los factores que fue de gran ayuda para los estudiantes consistió en el 
orden en el que fueron resolviendo las preguntas de la guía, ya que iniciaron con 
la solución de aquellas preguntas que para cada uno de ellos resultaban más 
cómodas de acuerdo a sus capacidades y conocimientos previos, haciendo una 
categorización de los requerimientos principales para llegar a una solución. Para el 
estudiantes Juanito, el factor fundamental fue la buena atención y el tiempo que le 
daba a aquellas preguntas que le generaban interrogantes y que no le permitían 
llegar a una conclusión inmediata, mientras que la estudiante Carito tuvo algunos 
errores que fueron exclusivamente de desatención, como por ejemplo cambiar los 
datos que se daban originalmente en la guía o errores de escritura en otros datos. 
Finalmente se observó que el estudiante Juanito se mostró la mayor parte de 
tiempo dentro de razonamientos que estaban encaminados a una acción mental 3, 
mientras que la estudiante Carito mostraba acciones la mayor parte de una AM2. 
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4.2 GUÍA DE TRABAJO #2 
 
Esta segunda intervención de clase se hace de manera grupal y a través de la 
guía del docente. La idea era que entre los dos estudiantes y con la ayuda del 
docente, se pudiera poner sus ideas en común y hacer análisis más profundos de 
la información. 
Para empezar se les muestra la animación de un carro en el software Modellus. 
Este carro arranca, llega a determinado punto y se devuelve realizando la 
simulación de un movimiento uniformemente acelerado. A partir de la observación 
del movimiento se les pide a los estudiantes que lo describan, mencionando lo que 
hace el carro y que las características de ese tipo de movimiento, es decir que 
describan detalladamente cómo se mueve el carro. 
Los estudiantes empiezan por describir que el carro arranca, luego reduce la 
velocidad y posteriormente se devuelve. Lo que lleva a Juanito a describir la 
velocidad como la distancia recorrida en cierta cantidad de tiempo. 
Docente: “¿Qué es lo que está pasando allí?” 
Juanito: “Que el carro arranco, redujo su velocidad y se devolvió” 
Docente: “¿Redujo su velocidad?, ¿Cómo sabes que redujo su velocidad?” 
Carito: “Por las imágenes, ¿no?” 
Juanito: “Pues eh… porque recorrió menos velocidad en más tiempo, (el 
estudiante hace un sobre salto como para corregir lo que acaba de decir) menos 
distancia en más tiempo” 
Docente: “¿Entonces que es la velocidad?” 
Juanito: “La velocidad es la distancia recorrida en cierto tiempo” 
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Esta observación genera una discusión entre los estudiantes, con la idea de 
escribir en la guía lo observado dentro del movimiento del carro, de esta manera 
llegan a que: 
 
Aquí se debe resaltar que el carro inicia con velocidad cero, arranca normalmente, 
reduce su velocidad nuevamente a cero para devolverse y aumenta su rapidez. 
Los estudiantes observan, de acuerdo a la animación que para iguales intervalos 
de tiempo hay mayores desplazamientos, lo que los lleva a afirmar que el carro 
recupera la velocidad con la que inició. 
De acuerdo a las observaciones de los estudiantes, se puede establecer dentro de 
una acción mental dos, ya que existe comprensión de la dirección de cambio de 
una variable de salida mientras se consideran incrementos en la variable de 
entrada (Cuando el carro cambia su rapidez se modifica el tiempo en el que se 
recorre determinada distancia). 
Esta conclusión generó en los estudiantes, tener la animación como herramienta 
fundamental para la descripción pedida, además de ser la base fundamental de 
los razonamientos realizados. 
De acuerdo al análisis realizado por los estudiantes, se observó que Juanito 
comprendía la noción de rapidez ya que para él era claro que iguales 
desplazamientos a iguales intervalos de tiempo, corresponden a velocidades 
semejantes, a pesar de encontrarse en direcciones de desplazamiento opuestas; 
lo que le daba herramientas para analizar las posteriores preguntas y llegar a sus 
soluciones. 
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En cuanto a las cantidades que intervienen en la situación, los estudiantes le 
preguntan al docente para que los guíe y puedan comprender mejor lo que se les 
preguntan. 
Carito: “profe, ¿cómo así que cantidades?” 
Docente: “Cuando ustedes están haciendo la descripción de ese 
movimiento, que tiene que ver por ejemplo el concepto de velocidad, que 
cantidades están involucradas” 
Carito: “La velocidad y el tiempo” 
Juanito: “La distancia y el tiempo” 
La respuesta definitiva a esta pregunta entonces fue que las cantidades que 
intervienen son: La distancia, la velocidad y el tiempo. 
Aunque estos conceptos no los habían trabajado anteriormente, es decir que 
todavía no contaban con nociones directamente desde la física, si se observó que 
tenían nociones de los conceptos gracias a saberes previos y a lo que fueron 
construyendo desde la experiencia. 
Los estudiantes no hablaban directamente del concepto de aceleración, sin 
embargo se observó que lo utilizaban de manera indirecta ya que los estudiantes 
hablaban y reconocían que había un cambio de velocidad en el recorrido del carro. 
Por otro lado, se observó claridad en la definición del concepto de velocidad y el 
uso de ella dentro del análisis que realizaron. Esto nos permite decir entonces que 
existe un reconocimiento indirecto de uno de los conceptos fundamentales allí 
descritos, además de una descripción de lo que están contemplando en el 
movimiento, lo que muestra procesos de una acción mental 2, ya que existe 
comprensión de la dirección del cambio de la variable de salida mientras se 
consideran cambios en la variable de entrada. 
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Los estudiantes continúan entonces respondiendo qué pasa con el 
desplazamiento del carro para iguales intervalos de tiempo, sin embargo no tienen 
muy claro el significado de intervalo para el contexto de la guía. Al preguntarle al 
docente, éste les responde que es una porción, en este caso de tiempo y les 
aclara que lo que tienen que mirar es por ejemplo en cada segundo o cada medio 
segundo, si el desplazamiento que tenía el carro era el mismo o cambió. Vuelve 
entonces a mostrarle la animación para que puedan observar más detenidamente 
este movimiento y los estudiantes responden que: 
 
Esto fue deducido con base en la observación realizada, argumentando por 
ejemplo que las marcas que deja el carro son intervalos de tiempo y estos no son 
iguales, por lo tanto el recorrido realizado por el carro en cada intervalo de tiempo 
no es igual. De esta manera se habla de acciones mentales 2, ya que se está 
coordinando la dirección de cambio que en este caso se relaciona con la dirección 
del carro. De esta manera se ubica a los estudiantes dentro de un nivel 2 de 
razonamiento covariacional, ya que sustentan acciones mentales de tipo AM1 y 
AM2. 
Con base en esta respuesta y en la definición de velocidad, los estudiantes 
responden que la velocidad del carro es “inconstante” ya que varía lo que muestra 
evidencias de AM1 ya que existe un reconocimiento de que cuando una variable 
cambia, la otra también, es decir que está coordinando dos variables. 
Nuevamente se observa, por un lado la utilización del software como herramienta 
fundamental para el análisis de la pregunta y para la búsqueda de una solución; 
además de la asociación que hay de la noción de velocidad y los cambios de esta 
65 
 
en un recorrido, es decir del reconocimiento indirecto de la definición de 
aceleración, aunque no tengan un nombre directamente para nombrarlo.  
Cuando se les pregunta qué pasa con el desplazamiento en iguales intervalos de 
tiempo, se observa que hay mayor propiedad en cuanto al reconocimiento del 
cambio de rapidez, lo que los lleva a concluir en la siguiente pregunta que la 
velocidad del carro no es constante. Esto nuevamente se asocia con una AM2 
debido a la coordinación en la dirección de cambio. 
Finalmente para la primera ronda de preguntas, se les pide que respondan porque 
se devuelve el carro. Aquí el docente les recuerda que se está hablando de la 
revisión de un desplazamiento y los estudiantes responden entonces que se 
devuelve porque el carro redujo su velocidad a cero, realizó un giro de 180° y 
volvió a incrementar su velocidad. 
Carito: “¿Por qué se devuelve el carro?” 
Docente: “No se olviden que estamos haciendo una revisión de un 
desplazamiento…” 
Carito: “En diferentes…” 
Docente: “¿En diferentes qué?” 
Carito: “No sé, pues es que es como para compararlo, ¿no?” 
Juanito: “Porque dio un giro de 180°”  
Docente: “Pero, haber… hablemos en términos de desplazamientos, cierto 
y de lo que ustedes han hablado en términos de velocidad. ¿Que necesita 
ese automóvil para poder devolverse?” 
Juanito: “Hacer un giro… que reduzca su velocidad y luego hacer un giro” 
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Docente: “¿Hasta que tanto debe reducir su velocidad para poder hacer el 
giro?” 
Juanito: “Cero” 
Carito: “¿Cero?” 
Docente: “¿Entonces por qué se devuelve el carro?” 
Carito: “Porque frena” 
Juanito: “Porque redujo su velocidad a cero y luego realizó un giro de 180°” 
Docente: “¿Y a partir de ese momento entonces que hace?” 
Carito: “Vuelve a coger impulso porque redujo su velocidad a cero” 
En esta pregunta, los estudiantes realizan una descripción del evento como tal, 
pero dentro de su descripción, no tienen en cuenta que la aceleración es negativa 
con respecto al eje x, sin embargo esto da cuenta de una AM2 debido a que existe 
coordinación en la dirección de cambio. Lo que da cuenta de que los estudiantes 
se ubican directamente en un nivel de razonamiento covariacional 2 ya que 
sustentan a las acciones mentales de coordinar la dirección de cambio de una de 
las variables con cambios en la otra, es decir que se sustentas acciones mentales 
como AM1 y AM2. 
Es importante resaltar que los estudiantes, aunque han utilizado la noción de 
aceleración de manera implícita, muestran rasgos de no haberlo trabajado 
anteriormente, lo que de alguna manera los lleva a no tener en cuenta que la 
aceleración es negativa con respecto al eje x, aunque dentro de sus diálogos se 
muestra un análisis más desde sus propios saberes previos. Esto continúa 
situando a los estudiantes en una acción mental 2. 
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Para iniciar la realización de la gráfica que represente el movimiento del carro, lo 
hacen definiendo los ejes de la misma y acuerdan que las variables serían tiempo 
y distancia, dando como un rango de tiempo cada medio segundo. Definen 
entonces que el tiempo debe ir en el eje x y la distancia en el eje y. esto da cuenta 
de una AM1, ya que hay una designación de ejes coordenados, lo que implica un 
reconocimiento de que cuando una variable cambia, la otra también. 
El docente les dice que es importante tener en cuenta que el carro inicia su 
recorrido y cuando se devuelve lo hace pasando por el punto de partida y continúa 
en esa dirección. Además les pregunta sobre la relación que existe entre la 
dirección del movimiento y la distancia que están trabajando. 
El estudiante Juanito aclara que tomaron la distancia cada 0.5 minutos, con la idea 
de hacer comparaciones en determinados intervalos como por ejemplo la distancia 
que recorren de 1 a 1,5 minutos, etc. Lo que pretende el estudiante es hacer una 
escala comparativa con las distancias y los tiempos recorridos. Nuevamente el 
docente les aclara que está bien su razonamiento, pero que es importante tener 
en cuenta que cuando el carro se devuelve, lo hace pasando por el punto inicial y 
continuando en esa dirección contraria (La idea era que los estudiantes tuvieran 
en cuenta que en algún momento esta distancia recorrida en determinado tiempo, 
pasa a estar en el eje negativo, ya que de esta manera es que se da la 
concavidad, es decir el cambio de dirección). 
Esto se asocia entonces con una acción mental 3 en el sentido en que se tienen 
en cuenta intervalos de longitudes fijas y se considera la cantidad de cambio en el 
valor de salida para cada nuevo intervalo en el valor de entrada; además se tiene 
en cuenta la dirección de cambio de una variable con los cambios de otra, lo que 
hace que se ubique a los estudiantes en un Nivel 3 de razonamiento covariacional. 
68 
 
Para hacer la gráfica, los estudiantes toman como una distancia base desde que 
arranca el carro hasta donde se devuelve, como 10cm de distancia y cada sombra 
que deja el carro en su recorrido, para ellos aproximado de 0,5 cm. 
El estudiante Juanito hace un razonamiento con respecto a la distancia que 
recorre el carro, asegurando que el carro arranca en cero, pero que cuando se 
devuelve, ese valor ya va a estar negativo, es decir que ese valor ya estaría antes 
del cero. 
Los estudiantes hacen una pausa para analizar nuevamente el movimiento del 
carro, asegurando que el carro inicia su movimiento estando quieto, lo que implica 
que el inicio de la gráfica empezaría en cero. Luego hacen el análisis con respecto 
al desplazamiento del carro, en cada intervalo de tiempo como idea fundamental 
para la construcción de la gráfica. 
De acuerdo a la animación, los estudiantes buscan encontrar los intervalos de 
distancia recorrida teniendo en cuenta los rastros que deja el carro, tomándolo 
como dos centímetros para los espacios mayores, un centímetro para los espacios 
intermedios y medio centímetro para los espacios menores o aquellos donde se ve 
muy pegado el carro. De acuerdo a esto, dicen que la distancia que recorre el 
carro desde que inicia hasta el punto donde se devuelve, es de 8 cm. 
Mientras Juanito observa detenidamente las distancias que recorre el carro, toma 
esas medidas con una regla directamente en la pantalla del computador se las va 
dando a Carito para que vaya anotando esas distancias y para poder hacer los 
cálculos correspondientes. Lo que más tienen en cuenta para realizar el gráfico es 
que aunque la distancia recorrida sea la misma, la velocidad no siempre es igual. 
Ubican los puntos encontrados, aunque la forma como lo hacen no puede 
observarse en el video, y la representación gráfica obtenida por los estudiantes se 
muestra a continuación: 
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Ilustración 17: Gráfica actividad #2 
 
En todo este razonamiento realizado por los estudiantes, es importante resaltar la 
manera como relacionan las variables y la forma como ellos comprenden el 
movimiento del carro que puede observarse directamente en la gráfica, teniendo 
muy presente aquel trayecto en el que para la gráfica estaría dentro del cuadrante 
IV. En la gráfica se observa que ellos ubican los puntos pero no atienden a una 
curva suave, por el contrario se observan comportamientos lineales en los 
intervalos realizados. De esta manera la graficación covariacional se ve más 
desde la construcción de segmentos (representaciones de los intervalos dados por 
los estudiantes), pero que todavía no son lo suficientemente pequeños como para 
aproximarse a una curva suave; además hay una comprensión del proceso de 
cambio y que le da valor a eso que cambia, teniendo en cuenta que si el tiempo 
cambia en determinado intervalo la distancia también tiene una modificación en su 
valor. 
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 Se observó entonces una interpretación de los datos que los llevó a la 
construcción de la gráfica y en la que se mostró el cambio entre las cantidades 
que allí intervienen, lo que da cuenta de una acción mental 3 y una aproximación a 
una AM4, ya que los estudiantes consideran que los puntos representan 
cantidades de salida mientras tienen en cuenta cantidades iguales del valor de 
entrada. Este comportamiento está asociado con la construcción de rectas que 
conectan esos puntos. De esta manera se ubica a los estudiantes entre los niveles 
3 y 4 de razonamiento covariacional. 
Luego de realizar la gráfica, los estudiantes hacen una comparación de los puntos 
que grafiaron, con relación a los puntos dados dentro de la animación. A partir de 
esa comparación, se les pide a los estudiantes que analicen detenidamente la 
tabla presentada dentro de la animación y que describan cómo cambia el 
desplazamiento del carro con respecto al tiempo. 
Se les muestra la tabla de valores y se les hace la observación, por parte del 
docente que esta muestra la posición con respecto al tiempo y que la barra azul 
que allí se muestra, indica aproximadamente la cantidad correspondiente al valor 
de la variable. La pregunta es, que es lo que está pasando con la distancia y el 
tiempo. 
La siguiente ilustración muestra la tabla que registra la variación del tiempo y la 
distancia dentro de la animación, con respecto al movimiento del carro. 
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Ilustración 18: Tabla actividad #2 
 
De acuerdo a las aclaraciones del docente y la observación de los estudiantes con 
respecto a la animación, estos están claros en concluir que: 
 
Se observa que los estudiantes establecen una relación entre los signos (en el 
momento en que hablan de distancias máximas positivas y negativas) del eje de 
distancia y la dirección del movimiento. Por otro lado, dan cuenta de la simetría 
que hay desde el punto de partida hasta el primer recorrido hacia la derecha y 
desde allí a su retorno al lugar de partida, además de la continuación del 
movimiento en la dirección opuesta al desplazamiento inicial (concavidad en la 
construcción gráfica). 
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A partir de esa descripción y con base en la tabla de puntos, se les pide a los 
estudiantes que calculen la distancia que recorre el carro en determinados 
intervalos de tiempo, iniciando entonces con la distancia que recorre entre cero y 
un segundo. Los estudiantes miran en la tabla y toman como respuesta 10. Para la 
distancia que recorre entre uno y dos, toman la distancia que hay hasta uno que 
es 10 y la distancia que hay hasta dos que es 16 y luego restan esos valores, 
obteniendo 6. Para la distancia entre dos y cuatro hacen el mismo procedimiento 
anterior y restan las cantidades que son 10 y 16 respectivamente, obteniendo 6; 
sin embargo, Carito dice que esa resta daría negativa porque al restarla el valor 
“mayor” es negativo. En este momento el estudiante Juanito aclara que se está 
hablando de una distancia, por lo que sigue siendo positiva ya que hace referencia 
al valor absoluto, pero lo que significa es que el carro ya se está devolviendo. 
Finalmente hacen el cálculo para dos y cuatro segundos, pero observan que esa 
cantidad es igual en ambos tiempos lo que los lleva a pensar que de 16 hasta la 
cantidad máxima que es 18 hay dos de diferencia y que como se devuelve se 
multiplicaría por 2, lo que da un total de 4. 
Aquí se observa claramente el reconocimiento de la noción de distancia 
entendiéndolo como el valor absoluto del recorrido total, además de la noción de 
operación inversa y la aplicación de las mismas en una situación en particular. 
Además da cuenta de una acción mental 1, ya que existe coordinación de los 
cambios de una variable con respecto a los cambios de otra. 
Para terminar con este ciclo, los estudiantes hablan de cómo es la variación que 
se muestra allí, a lo que de manera unánime aseguran que no lo es ya que el 
aumento de la distancia recorrida no es constante, con respecto al tiempo. 
Lo anterior muestra que los estudiantes tienen claridad con respecto a la relación 
lineal entre variables e identifican que para este caso en específico no se tiene 
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dicha relación, lo que les permitió concluir que no existe una variación constante. 
Esto muestra que los estudiantes dan cuenta de acciones mentales 3. 
Finalmente, los estudiantes continúan con el punto 4, en el que se les pide iniciar 
con una comparación entre la gráfica que ellos realizaron y la gráfica que presenta 
la animación. Al ver que las gráficas se asemejan, se sienten tranquilos y 
contentos. De acuerdo a ello, nombran las variables asociadas a cada uno de los 
ejes como: 
 
De acuerdo a esto se habla entones de AM1, ya que hay una designación de los 
ejes con indicaciones verbales de coordinación de las dos variables, pero también 
hay una verbalización de la consciencia de la dirección de cambio, lo que permite 
avanzar a una AM2. Esto ubica a los estudiantes en un Nivel 2 de razonamiento, 
ya que se sustentan acciones mentales de tipo AM1 y AM2. 
Posteriormente se les pide que busquen la relación entre la dirección del 
movimiento del carro con el comportamiento de la gráfica, a lo que concluyen de 
manera ágil que cuando el carro llega a la distancia máxima positiva, reduce su 
velocidad a cero y cambia su dirección. 
Aquí se evidenció lo mencionado por los estudiantes durante todo el desarrollo de 
la guía, en cuanto a que en el intervalo en que la gráfica es creciente, corresponde 
a una dirección de movimiento y que luego, al hacerse la gráfica decreciente, 
corresponde a un desplazamiento en dirección opuesta. Esto da cuenta de AM2 
en el sentido en que se observa comprensión de la dirección del cambio de la 
variable de salida, mientras se consideran los incrementos en la variable de 
entrada. 
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Con base en todo lo realizado dentro de la guía y buscando una generalización 
por parte de los estudiantes, se les pide determinar una expresión que represente 
la variación entre el movimiento del carro y el tiempo. Aunque reconocen que 
existen dos variables que son la distancia y el tiempo y que además una depende 
de la otra, no logran llegar a una expresión algebraica que haga referencia 
específicamente a esta animación, asegurando que es muy difícil sacar la 
expresión debido a que el movimiento del carro no es constante y para finalizar 
muestran la relación que si conocen. 
   ( ) 
Lo que muestra es que los estudiantes reconocen que existen dos cantidades 
(distancia y tiempo) en las que el tiempo varía y hace que la distancia tome 
diferentes valores, es decir, que comprenden que existe una dependencia de una 
variable con respecto a la otra, pero para el caso específico que aquí se les 
presenta, no pueden llegar todavía a una generalización, lo que da cuenta  
entonces de características de una acción mental 2 ya que existe coordinación con 
respecto a la atención en la dirección de cambio. 
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4.3 GUÍA DE TRABAJO #3 
 
Esta última prueba se realizó con ánimo de observar como el conocimiento es 
construido por los estudiantes, aunque siempre fue mediado por la tecnología, ya 
que en las otras dos actividades realizadas por los estudiantes se utilizó el 
software Geogebra y el software Modellus, también se extiende a otros medios 
como lo son directamente el lápiz y el papel, y de esa manera mesclar diferentes 
tecnologías y cómo a través de ellas se observa el conocimiento matemático. 
Esta actividad se dividió en cuatro partes a ser analizadas: 
1. Las primeras preguntas que son de corte aritmético y que buscan la 
cuantificación de cantidades. Estas preguntas hacen referencia a el costo del 
viaje para 10 personas y el costo del viaje para 23 personas; la cantidad de 
personas que conformarían un grupo que en total tendría que pagar 9´800.000 
y la realización de una tabla en la que se deben completar el número de 
personas que conforman un grupo, el valor del descuento para determinada 
cantidad de personas, el valor del tiquete por persona dependiendo de la 
cantidad de viajeros y el valor total del viaje para un grupo dependiendo del 
total de viajeros. 
 
2. La segunda parte hace referencia a las preguntas que establecen relaciones 
entre las diferentes cantidades y construcciones de la parte algebraica. Estas 
preguntas son directamente sobre las cantidades que permanecen constantes 
y las que varían, la relación que existe entre las cantidades que están dentro 
de la situación y la representación simbólica de esas relaciones. 
 
3. La tercera parte está encaminada a mirar las relaciones de tipo algebraico, 
específicamente lo que sucede con las cantidades: descuento por persona, el 
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valor del tiquete por persona y el costo total del viaje por determinado grupo, a 
medida que aumenta el número de viajeros. 
 
4. Finalmente se habla de aquellas preguntas que hacen referencia a la tasa de 
variación promedio, en las que se pregunta por el valor de incremento en el 
costo del viaje para un grupo, en diferentes intervalos de viajeros y la 
descripción de las regularidades que allí se observan; la realización de una 
gráfica que relacione el número de viajeros con el costo del tiquete por persona 
y de otra gráfica que relacione el número de viajeros con el valor total para el 
grupo. Finalmente se pregunta por cómo es el incremento en el valor del viaje 
por grupo, cuando el número de personas aumenta de 0 a 87 y la forma como 
este incremento se puede ver dentro de la gráfica. 
 
4.3.1 El caso de Juanito 
 
Para las primeras preguntas de la guía de trabajo entregada a los estudiantes y en 
la que se buscaba la cuantificación de cantidades, el estudiante utiliza la 
información dada inicialmente en la guía, en la que se especifican el valor del 
paquete turístico por persona ($350.000) y el descuento por cada persona que sea 
incluida en el paquete ($2.000) para dar sus respuestas que fueron las siguientes. 
Para las preguntas sobre cuanto pagar por 10 personas y por 23 personas: 
 
Para saber cuántas personas hacen parte del grupo, si se pagan 9´800.000: 
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En cuanto a completar los datos de la tabla: 
 
Ilustración 19: Tabla actividad #3 realizada por Juanito 
 
Se observa que el estudiante realiza operaciones aritméticas adecuadas para 
llegar a sus respuestas, tales como multiplicar el descuento por persona por la 
cantidad de personas en cada plan, luego restar ese valor del descuento 
(dependiendo de la cantidad de personas que hacen parte del plan) al valor a 
pagar por cada uno y posteriormente, multiplicar ese valor a pagar por cada uno 
por el total de personas que hacen parte del paquete. De igual manera, realiza 
operaciones inversas para llegar a encontrar el total de personas que hacen parte 
de un paquete, cuando se le da el valor total a pagar por el paquete en 
determinado grupo. 
Analizando esto a la luz del marco teórico propuesto por Carlson y sus 
colaboradores, se podría afirmar que el estudiante se encuentra dentro de una 
acción mental 1, ya que el estudiante está reconociendo una dependencia entre 
las cantidades allí encontradas como lo son número de miembros del grupo, valor 
por descuento, valor del tiquete por persona y valor total del viaje por cada grupo; 
y que además esas relaciones entre las cantidades allí establecidas varían 
(aumentando o disminuyendo según el caso), lo que implica que exista una 
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coordinación en la dirección de cambio de una variable con respecto a otra y que 
da cuenta de una acción mental 2. De acuerdo a ello se ubica al estudiante en un 
Nivel 2 de razonamiento, ya que se sustentan acciones mentales 1 y 2. 
Dentro del segundo grupo de preguntas, con respecto a la pregunta de cuáles 
cantidades permanecen constantes y cuáles cantidades varían, el estudiante 
responde que el número de miembros permanece constante, mientras que el 
descuento, el valor del tiquete y el total del viaje por grupo varían. Además, para 
relacionar el número de miembros del grupo con el valor del descuento por 
persona, el número de miembros del grupo con el valor del tiquete por persona y 
el número de miembros del grupo con el valor total del viaje para el grupo, lo hizo 
de la siguiente manera: 
 
Y la representación simbólica de estas relaciones las muestra de la siguiente 
manera: 
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A pesar de que el estudiante afirmó en uno de los puntos de la guía que la 
cantidad de viajeros era fija, se observa en la anterior construcción algebraica que 
la reconoce como una cantidad que varía, es decir que lo toma como una 
incógnita y que para encontrar el valor total del descuento depende 
exclusivamente de esa variación del número de personas para encontrar la 
cantidad que se rebaja por cada persona, así como lo que debe pagar cada uno y 
en su totalidad el grupo, estas dos últimas cantidades si las reconoce como 
variables. De esta manera se observa que el estudiante establece relaciones entre 
diferentes cantidades, lo que se pudo observar más directamente en la forma 
como escribe de manera simbólica esas relaciones, que si muestran que para el 
estudiante el descuento, que es de $2.000 por persona es una cantidad constante 
y que      , que son las cantidades que representa el estudiante como el número 
de miembros del grupo y el total del descuento, respectivamente. En la segunda 
ecuación el estudiante reconoce el valor total a pagar por cada persona 
($350.000) menos el descuento que se hace por cada persona (ecuación obtenida 
anteriormente), a partir de ello obtiene un valor   como el total a pagar por cada 
persona, dependiendo del número de viajeros. Para este caso, el valor normal a 
pagar por cada persona sin descuento y el descuento proporcionado para cada 
persona, los reconoce como valores constantes, mientras que el número de 
viajeros y el valor definitivo a pagar de cada uno de los viajeros, los reconoce 
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como variables además como valores dependientes de otros valores. En la tercera 
ecuación, utiliza la expresión anterior y esta la multiplica por el número de viajeros, 
de esa manera obtiene un valor   como el total a pagar por el grupo, reconociendo 
una dependencia entre el descuento total para cada persona obtenido de acuerdo 
al número de viajeros, el total a pagar por cada persona y el valor total del viaje 
por grupo. 
De acuerdo a estas tres ecuaciones obtenidas por el estudiante se observa 
coordinación del valor de una variable con los cambios de otra (reconoce cuando 
el valor de una cantidad cambia con los cambios de otra cantidad, en este caso si 
el número de viajeros cambia el total del descuento por persona y el total a pagar 
por el viaje cambia), lo que da cuenta de AM1, pero el estudiante no se queda allí, 
ya que además hay una coordinación de la dirección del cambio de una variable 
con los cambios en otra (mientras más viajeros son, mayor es el descuento por 
persona y menor la cantidad que se para por el viaje) lo que se asocia con las 
AM2 y finalmente se observa claramente que el estudiante establece relaciones 
entre las diferentes cantidades que afectan la situación – relaciones de covariación 
– y a partir del establecimiento de estas relaciones es capaz de realizar 
construcciones algebraicas como muestra del reconocimiento de cantidades 
variables y cantidades constantes. Lo que da cuenta de una AM3. De esta manera 
se ubica al estudiante en Nivel 3 de razonamiento covariacional, ya que puede 
sustentar Acciones mentales identificadas como AM1, AM2 y AM3. 
En el tercer grupo de preguntas, en el que se buscaba mirar las relaciones 
algebraicas establecidas por el estudiante, se le preguntó sobre lo que pasa 
cuando aumenta el número de viajeros, con respecto a las cantidades descuento 
por persona, valor del tiquete por persona y el costo total del viaje por grupo. En 
este sentido el estudiante afirma que cuando el número de viajeros aumenta el 
descuento aumenta, el valor por persona se reduce y el total del grupo incrementa. 
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Esto muestra características de una acción mental 2, ya que el estudiante muestra 
comprensión con respecto a la dirección de cambio en las cantidades, lo que 
implica que es capaz de reconocer la dirección de cambio de una variable de 
salida, mientras se consideran los incrementos en la variable de entrada. 
Para el último grupo de preguntas, en el que se hace referencia a la tasa de 
variación, se le pregunta al estudiante sobre el valor en el que se incrementa el 
costo del viaje para el grupo cuando el número de viajeros aumenta en diferentes 
intervalos. De esta manera el estudiante responde que: 
 
 
Posterior a ello, se le pide al estudiante que realice una gráfica en la que se 
relacionen el número de viajeros con el costo del tiquete por persona y otra gráfica 
en la que se relacionen el número de viajeros con el valor total para el grupo. Las 
gráficas obtenidas por el estudiante fueron las siguientes: 
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Ilustración 20: Gráfica 1, Actividad #3 Juanito 
 
Ilustración 21: Gráfica 2, Actividad #3 Juanito 
 
Finalmente, para responder a las preguntas sobre cómo es el crecimiento en el 
valor del viaje por grupo cuando el número de personas aumenta de 0 a 87, cómo 
es el decrecimiento en el valor del viaje para el grupo a medida que el número de 
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personas aumenta de 88 en adelante y para qué número de viajeros la empresa 
obtendría su máximo ingreso, el estudiante se vale de la siguiente tabla para dar 
una repuesta. 
 
Ilustración 22: Tabla actividad #3 Juanito 
 
De acuerdo a ello, las respuestas dadas por el estudiante son: 
84 
 
 
 
Con respecto a las gráficas realizadas por el estudiante, se observa un cambio 
con respecto a las realizadas en las otras actividades ya que estas no son 
realizadas segmento a segmento y aunque hay una construcción inicial de puntos, 
se observa el trazo de una línea suave y curva sobre esos puntos pero no precisa, 
lo que daría cuenta de acciones mentales entre 3, 4 y 5, ya que por un lado el 
estudiante está realizando una construcción de puntos dentro de la gráfica, 
considerando estos como una representación de cantidades de cambio de los 
valores de salida mientras tiene en cuenta cantidades iguales del valor de entrada 
(AM3) y por otro lado aunque construye directamente una curva, no se ve 
precisión en esta lo que lo dejaría en un nivel intermedio entre AM4 y AM5. Aquí 
se observa una aproximación a la variación de segundo orden, aunque no se 
cuenta con todos los elementos necesarios para ello. 
Por otro lado, se observa que el estudiante se ayuda de la construcción de una 
tabla con diferentes números de viajeros y de acuerdo a ese número de viajeros 
elegido, encuentra aritméticamente el total del descuento, el valor a pagar por 
cada viajero y el total a pagar por el grupo. A partir de esta tabla puede establecer 
las diferencia entre los diferentes intervalos dados, reconociendo que de 0 a 87 el 
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valor total aumenta y reconoce este valor dentro de la gráfica como un valor 
creciente y que después de 88 viajeros, el valor empieza a disminuir y reconoce 
estos valores dentro de la gráfica como decrecientes, además reconoce que 
cuando el número de viajeros es 87, existe un punto máximo que es (87, 
15´312.000). Esto muestra que el estudiante da cuenta de una acción mental 5, ya 
que hay una verbalización de la consciencia del cambio en la concavidad de una 
gráfica y de puntos de inflexión, que para este caso sería el punto máximo 
detectado por el estudiante. 
 
4.3.2 El caso de Carito 
 
De acuerdo a la descripción realizada en el caso de Juanito, se tomaron en cuenta 
únicamente las respuestas para no ser redundante en la explicación. 
En el primer grupo de preguntas la estudiante respondió que el costo del viaje 
para 10 personas era de 3´000.000 y para 23 de 610.000, para ello realizó los 
siguientes cálculos: 
 
En cuanto al número de personas que harían parte del grupo si el costo fuera de 
9´800.000, la estudiante respondió que eran 28. 
La tabla la realizó de la siguiente manera: 
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Ilustración 23: Tabla actividad #3 realizada por Carito 
 
Dentro de los primeros cálculos realizados por la estudiante se observa un error 
en el cálculo realizado cuando se le pide encontrar el valor para un grupo de 23 
personas, por un lado multiplica por 4 en vez de multiplicar por $2.000 que es el 
descuento por persona y por otro lado, los datos que allí obtienen no concuerdan 
con estos datos iniciales. Las demás operaciones si las realiza correctamente. En 
el caso de utilizar operaciones inversas, no lo hace adecuadamente ya que no 
toma en cuenta que el valor por persona varía dependiendo del número de 
personas que viajen. 
Analizando esto a la luz del marco teórico, se observó que la estudiante da cuenta 
de una acción mental 1, ya que está reconociendo una dependencia entre las 
cantidades allí encontradas como lo son número de miembros del grupo, valor por 
descuento, valor del tiquete por persona y valor total del viaje por cada grupo; y 
además establece relaciones de dependencia  y no dependencia entre esas 
cantidades y que a su vez le permiten identificar cuando existe un incremento o 
disminución en alguna de las cantidades que están en juego, lo que implica que 
exista una coordinación en la dirección de cambio de una variable con respecto a 
otra, lo que da cuenta de una acción mental 2. De acuerdo a esto, es posible 
ubicar a la estudiante en un Nivel de razonamiento 2, ya que la estudiante 
sustenta acciones mentales 1 y 2. 
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Para el segundo grupo de preguntas, la estudiante afirma que la cantidad de 
descuento por persona es igual para cualquier número de personas y que las 
demás cantidades varían dependiendo del descuento. 
Con base en la anterior respuesta, la estudiante afirma que: 
 
Y estas relaciones las representó mediante símbolos de la siguiente manera: 
 
Lo anterior muestra que la estudiante reconoce el descuento como una cantidad 
constante y los demás valores como cantidades variables, lo que implica que 
exista una dependencia entre las cantidades allí establecidas. 
Como la estudiante no define directamente la simbología utilizada para 
representar las variables, se le indaga por ella y realiza la siguiente explicación: 
NP = Número de personas 
D = Descuento por persona 
VT = Valor total 
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De esta manera se observa que la estudiante establece relaciones entre diferentes 
cantidades, lo que se pudo observar más directamente en la forma como escribe 
de manera simbólica esas relaciones, que muestran que para el estudiante el 
descuento, que es de $2.000 por persona es una cantidad constante y que   , 
que representa el número total de personas es quien varía. En la segunda 
ecuación la estudiante reconoce el valor total a pagar por cada persona 
($350.000) menos el descuento que se hace por cada persona, aunque no escribe 
la ecuación directa para obtener el descuento sino una letra como representación 
de un valor variable. Para este caso, el valor normal a pagar por cada persona sin 
descuento lo reconoce como un valor constante, mientras que el valor definitivo a 
pagar de cada uno de los viajeros, lo reconoce como variable, además como 
valores dependientes de otros valores. En la tercera ecuación, la estudiante no 
toma en cuenta que el valor total a pagar por cada viajero debe ser multiplicado 
por el número total de viajeros y no sumado. 
Esto muestra claramente que el estudiante establece relaciones entre las 
diferentes cantidades que afectan la situación – relaciones de covariación – y a 
partir del establecimiento de estas relaciones es capaz de realizar construcciones 
algebraicas como muestra del reconocimiento de cantidades variables y 
cantidades constantes, de esta manera la estudiante da cuenta de una AM3. 
Además para este caso la estudiante es capaz de reconocer un valor como 
constante lo que implica que se esté hablando de una tasa de variación  y de 
acuerdo a ello, la estudiante sustenta las acciones mentales identificadas como 
AM1, AM2 y AM3, lo que la ubica dentro de un nivel 3 de razonamiento 
covariacional. 
Dentro del tercer grupo de preguntas, la estudiante relaciona las cantidades 
descuento por persona, valor del tiquete por persona y costo total del viaje por 
grupo con lo que pasa a medida que incrementa el número de viajeros de la 
siguiente manera: 
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Esto ubica a la estudiante dentro de una acción mental 2, ya que muestra 
comprensión con respecto a la dirección de cambio en las cantidades, lo que 
implica que es capaz de reconocer la dirección de cambio de una variable de 
salida, mientras se consideran los incrementos en la variable de entrada. 
Finalmente, en el cuarto grupo de preguntas la estudiante realiza inicialmente una 
tabla con la que se ayuda para la construcción de las gráficas que se le piden y 
para dar respuesta a las preguntas b, c y d del este último grupo. A continuación 
se muestra la tabla utilizada por la estudiante como ayuda, las gráficas pedidas y 
las respuestas a las preguntas realizadas. 
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Ilustración 24: Tabla actividad #3 Carito 
 
Gráficas: 
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Ilustración 25: Gráfica 1, actividad #3 Carito 
 
 
 
Ilustración 26: Gráfica 2, actividad #3 Carito 
 
Respuestas: 
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Con respecto a las gráficas construidas por la estudiante, éstas muestran que las 
reconoce como una tasa de variación media, ubicándola en los niveles 3 y 4 
dentro del marco teórico, ya que su construcción fue punto a punto, es decir por 
tramos (se observa principalmente en la gráfica de segundo grado, ya que la 
construye con ayuda de pequeños segmentos punto a punto), lo que implica que 
el estudiante piensa en términos lineales y no se observa una variación de 
segundo orden, lo que implica que su construcción es hecha pensando de manera 
más local que global. 
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Por otro lado, se observa que la estudiante se ayuda de la construcción de una 
tabla en la que involucra diferentes números de viajeros y de acuerdo a ese 
número de viajeros elegido, encuentra aritméticamente el total del descuento, el 
valor a pagar por cada viajero y el total a pagar por el grupo. A partir de esta tabla 
puede establecer las diferencia entre los diferentes intervalos dados, reconociendo 
que de 0 a 87 el valor total sube, lo que implica que el valor del viaje aumenta y 
reconoce este valor dentro de la gráfica como un valor creciente, además 
establece relaciones de proporcionalidad directa en las variables allí establecidas 
y que después de 88 viajeros, el valor desciende, lo que implica que el valor del 
viaje disminuye, además relaciona estos valores con proporcionalidad inversa de 
acuerdo a las variables allí establecidas y reconoce estos valores dentro de la 
gráfica como decrecientes, además reconoce que cuando el número de viajeros 
es 87, existe un punto máximo que es (87, 15´312.000). Teniendo en cuenta lo 
anterior, la estudiante hace una relación con la parábola, reconociendo esta como 
un lugar geométrico en el que existe un punto máximo que guarda una simetría y 
que existe un lado creciente y otro decreciente. De esta manera se observan 
rasgos de una AM5, en el sentido en que la estudiante realiza una verbalización 
de la consciencia de los cambios en la gráfica, lo que implica un reconocimiento 
del cambio de dirección en la concavidad y de un punto de inflexión, que para este 
caso sería un punto máximo. 
De acuerdo a lo observado dentro de esta actividad, se puede afirmar que no hay 
rasgos de que los estudiantes estén mirando la variación de segundo orden, 
debido a que esta actividad no lo permitió, aunque hubo acercamientos 
interesantes por parte de los estudiantes. Se tendría que pensar en una actividad 
que les permita a los estudiantes ahondar más en este aspecto y generar 
situaciones en las que se dé continuidad a las primeras guías de trabajo. Este es 
un camino abierto para organizar la situación de modo que les permita a los 
estudiantes analizar la variación de la variación es decir, la variación de cambio. 
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A través de la interacción con las diferentes actividades y el software utilizado para 
cada una de ellas, fue visible el avance que tuvieron los estudiantes entre los 
niveles de razonamiento y las diferentes acciones mentales. En la primera 
actividad sólo se llegó a observar un avance hasta el nivel 2 y un poco del nivel 3, 
mientras que para esta última actividad ya se mostraron rasgos de una acción 
mental 5 y una aproximación al nivel 4 de razonamiento. 
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4.4 Descripción de las acciones mentales observadas en los estudiantes 
participantes en la experiencia reportada en este documento 
 
A modo de resumen, se presenta a continuación un cuadro con las acciones 
mentales propuesto por Carlson y sus colaboradores y en el que se evidencian los 
comportamientos de los estudiantes durante la realización de las actividades. 
 
Ilustración 27: Acciones mentales desde los estudiantes 
Acción 
mental 
Descripción 
de la acción 
mental 
Comportamiento 
 
AM1 
Coordinación 
del valor de 
una variable 
con los 
cambios en la 
otra. 
Actividad #1. 
 Establecimiento de relaciones entre diferentes 
cantidades como “minutos consumidos” y 
“valor del consumo” y establecimiento de las 
relaciones numéricas que intervienen en esas 
cantidades. 
 Descripción de la gráfica de una función lineal, 
afirmando que si se incrementa o disminuye 
una de las variables, la gráfica puede subir o 
bajar, pero sigue siendo recta y se genera –  
para el caso de los planes de celulares – un 
nuevo plan en donde los minutos tienen un 
valor diferente. 
 En términos aritméticos, existe una relación 
numérica y un reconocimiento de que los 
valores de una de las variables que hacen 
parte del plan de telefonía, depende de otra y 
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esa descripción la hace a partir de la utilización 
de símbolos. 
Actividad #2. 
 Cuando hablan de la definición de velocidad, 
existe un reconocimiento de que la velocidad 
del carro es “inconstante”. 
 Definición de ejes en el plano cartesiano y 
reconocimiento de los mismos como tiempo 
(eje x) y distancia (eje y).  
Actividad #3. 
 Reconocimiento de una dependencia entre las 
cantidades establecidas dentro de la actividad 
#3, como son: número de miembros del grupo, 
valor por descuento, valor del tiquete por 
persona y valor total del viaje por cada grupo. 
Además reconocen que cuando el valor de una 
cantidad cambia la otra también como por 
ejemplo si el número de viajeros cambia, el 
total del descuento por persona y el total a 
pagar por el viaje cambian. 
 
AM2 
Coordinación 
de la dirección 
del cambio de 
una variable 
con los 
cambios en la 
Actividad #1. 
 Existe un reconocimiento de que hay un cargo 
fijo y un valor constante en los minutos 
adicionales cuando se habla de los planes de 
telefonía asumiendo en sus operaciones que el 
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otra variable. valor a pagar varía dependiendo de la cantidad 
de minutos de más que se consuman fuera del 
cargo fijo a pagar. 
 Se observó un manejo de las relaciones 
numéricas, tanto inversas como directas y un 
uso adecuado de las operaciones básicas para 
llegar a encontrar sus respectivas cantidades; 
además se observó el reconocimiento de la 
dependencia de una cantidad con respecto a 
otra y la capacidad de determinar el proceso 
indicado para ello. 
 Se reconocen aumentos y disminuciones 
cuando se cambia uno de los valores dentro 
de una gráfica lineal. 
Actividad #2. 
 Reconocimiento en la segunda actividad de 
que para iguales intervalos de tiempo hay 
mayores desplazamientos, lo que los lleva a 
afirmar que el carro recupera la velocidad con 
la que inició. 
 Se observó que los estudiantes utilizaban de 
manera indirecta el concepto de aceleración ya 
que los estudiantes hablaban y reconocían que 
había un cambio de velocidad en el recorrido 
del carro. 
 Reconocimiento de que las marcas que deja el 
carro son intervalos de tiempo y estos no son 
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iguales, por lo tanto el recorrido realizado por 
el carro en cada intervalo de tiempo no es 
igual. 
 Reconocimiento del cambio de rapidez en el 
carro, lo que permite que los estudiantes 
afirmen que la velocidad de éste no es 
constante. 
 Afirmación de que en el intervalo que la gráfica 
es creciente, corresponde a una dirección de 
movimiento y que luego, al hacerse la gráfica 
decreciente, corresponde a un desplazamiento 
en dirección opuesta. 
 Existe el reconocimiento de que la variable 
tiempo es la variable independiente y la 
variable distancia es la variable dependiente. 
Actividad #3. 
 Las relaciones entre las cantidades allí 
establecidas varían (aumentando o 
disminuyendo según el caso). 
 Coordinación en la dirección de cambio 
cuando se habla de que mientras más viajeros 
son, mayor es el descuento por persona y 
menor la cantidad que se para por el viaje. 
 En este sentido existe una afirmación de que 
cuando el número de viajeros aumenta el 
descuento aumenta, el valor por persona se 
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reduce y el total del grupo incrementa. 
 
AM3 
Coordinación 
de la cantidad 
de cambio de 
una variable 
con los 
cambios de la 
otra. 
Actividad #1. 
 Se toma en cuenta que existe un valor 
constante, lo que implica una estimación de la 
tasa de variación, teniendo en cuenta ese valor 
constante. 
 A partir de las ecuaciones planteadas, se tiene 
en cuenta la interpretación que se hace de los 
símbolos que se están usando, como la x para 
representar la multiplicación y el paréntesis 
para separar la multiplicación de la suma y 
.esto se debe a que se está realizando una 
generalización de manera algebraica sobre su 
la interpretación de las gráficas, además allí se 
vio comprensión en el sentido en que existen 
cantidades que son variables y otras que son 
constantes, lo que lo lleva a establecer una 
relación de covariación entre las cantidades 
allí establecidas. 
Actividad #2. 
 La construcción de una escala comparativa 
con las distancias y tiempos recorridos a partir 
de intervalos de longitudes fijas, considerando 
la cantidad de cambio en el valor de salida 
para cada nuevo intervalo en el valor de 
entada. 
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 En la gráfica se observa que ellos ubican los 
puntos pero no atienden a una curva suave, 
por el contrario se observan comportamientos 
lineales en los intervalos realizados. De esta 
manera la graficación covariacional se ve más 
desde la construcción de segmentos 
(representaciones de los intervalos dados por 
los estudiantes), pero que todavía no son lo 
suficientemente pequeños como para 
aproximarse a una curva suave; además hay 
una comprensión del proceso de cambio y que 
le da valor a eso que cambia, teniendo en 
cuenta que si el tiempo cambia en 
determinado intervalo la distancia también 
tiene una modificación en su valor. 
 Se observó una interpretación de los datos que 
los llevó a la construcción de la gráfica y en la 
que se mostró el cambio entre las cantidades 
que allí intervienen.  
 Se observa que los estudiantes establecen 
una relación entre los signos (en el momento 
en que hablan de distancias máximas positivas 
y negativas) del eje de distancia y la dirección 
del movimiento. Por otro lado, dan cuenta de la 
simetría que hay desde el punto de partida 
hasta el primer recorrido hacia la derecha y 
desde allí a su retorno al lugar de partida, 
además de la continuación del movimiento en 
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la dirección opuesta al desplazamiento inicial 
(concavidad en la construcción gráfica). 
 Se observa claridad con respecto a la relación 
lineal entre variables e identifican que para 
este caso en específico no se tiene dicha 
relación, lo que les permitió concluir que no 
existe una variación constante. 
 Se observó el establecimiento de relaciones 
entre las diferentes cantidades que afectan la 
situación – relaciones de covariación – y a 
partir del establecimiento de estas relaciones, 
la capacidad de realizar construcciones 
algebraicas como muestra del reconocimiento 
de cantidades variables y cantidades 
constantes. 
Actividad #3. 
 Construcción de puntos dentro de una gráfica, 
considerando estos como una representación 
de cantidades de cambio de los valores de 
salida mientras tiene en cuenta cantidades 
iguales del valor de entrada. 
 
 
AM4 
Coordinación 
de la razón de 
cambio 
promedio de la 
función con los 
incrementos 
Una aproximación a las AM4 se observa en los 
siguientes 4 ítems. 
Actividad #2. 
 En el momento en que se observa dentro de la 
gráfica construida por ellos, que ubican los 
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uniformes del 
cambio en la 
variable de 
entrada.  
puntos pero no atienden a una curva suave, 
por el contrario se observan comportamientos 
lineales en los intervalos realizados. De esta 
manera la graficación covariacional se ve más 
desde la construcción de segmentos 
(representaciones de los intervalos dados por 
los estudiantes), pero que todavía no son lo 
suficientemente pequeños como para 
aproximarse a una curva suave; además hay 
una comprensión del proceso de cambio y que 
le da valor a eso que cambia, teniendo en 
cuenta que si el tiempo cambia en 
determinado intervalo la distancia también 
tiene una modificación en su valor. 
 Una interpretación de los datos que los llevó a 
la construcción de la gráfica y en la que se 
mostró el cambio entre las cantidades que allí 
intervienen. Este comportamiento está 
asociado con la construcción de rectas que 
conectan los puntos construidos inicialmente.  
Actividad #3. 
 Construcción de una curva suave en la que no 
se observa precisión. 
 Reconocimiento de las gráficas como una tasa 
de variación media, ya que su construcción fue 
punto a punto, es decir por tramos, lo que 
implica que el estudiante piensa en términos 
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lineales y no se observa una variación de 
segundo orden, lo que implica que su 
construcción es hecha pensando de manera 
más local que global. 
 
 
AM5 
Coordinación 
de la razón de 
cambio 
instantánea de 
la función con 
los cambios 
continuos en 
la variable 
independiente 
para todo el 
dominio de la 
función.  
Una aproximación a las AM5 se observa en los 
siguientes 2 ítems. 
 Construcción de una curva suave en la que no 
se observa precisión. 
 Existe una verbalización de la consciencia del 
cambio en la concavidad de una gráfica y de 
un punto máximo tanto en la gráfica como en 
la tabla de valores construida. 
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5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 
 
A continuación se describen algunas conclusiones y recomendaciones que fueron 
surgiendo con la realización de este trabajo. 
 
5.1 CONCLUSIONES 
 
Para el desarrollo de este trabajo se trazó como objetivo único y fundamental 
“Describir el proceso de razonamiento covariacional asociado al concepto de 
función (lineal y cuadrática) a través del uso del software dinámico (Geogebra, 
Modellus)”. Para tal objetivo se tuvo como herramientas principales tres 
actividades enmarcadas dentro del contexto de las funciones lineales y 
cuadráticas; además del uso de diversas herramientas tecnológicas como 
software, el papel y el lápiz, entre otros, como mediadores para el desarrollo de 
esas actividades. 
De esta manera surgieron entonces las conclusiones que se plantean a 
continuación y que se dividieron en tres categorías: aquellas que tienen que ver 
con el concepto de función lineal y cuadrática, las que tienen que ver con el 
razonamiento covariacional aquellas relacionadas con el uso de herramientas 
tecnológicas.  
 
5.1.1 De la función lineal y cuadrática 
 
Dentro del objetivo propuesto para este trabajo se abordaron conceptos como 
función lineal y función cuadrática, por eso las actividades propuestas estuvieron 
enmarcadas directamente en esta conceptualización, empezando por una 
actividad sobre función lineal, la segunda actividad buscó introducir a los 
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estudiantes en las funciones cuadráticas y sus elementos básicos y con la tercera 
actividad se hizo una profundización de ambos conceptos, tanto de función lineal 
como de función cuadrática. Basada en las actividades y en el objetivo del trabajo, 
se rescatan las siguientes conclusiones: 
 Dentro de los antecedentes presentados en este trabajo se habló de la 
forma como enseñan los conceptos de función lineal y función cuadrática, 
siendo esta una forma tradicional en la que se le dan a los estudiantes los 
conceptos, se trabaja con los estudiantes diversas ejemplificaciones y 
finalmente se les asigna una lista de ejercicios a modo de práctica; sin 
embargo se observó que este tipo de actividades son más significativas 
para los estudiantes porque les permiten construir el conocimiento a partir 
de la propia práctica. 
 
 Las actividades que se plantearon buscaban que los estudiantes usar todo 
tipo de herramientas, como aquellos conceptos y temáticas previamente 
trabajadas, su intuición, sus procesos analíticos y la forma como razonan y 
reflexionan con base en lo que pueden observar, manipular y operar, con el 
fin de trabajar de manera intuitiva los conceptos de función lineal y función 
cuadrática.  
 
 Estas actividades contaban con preguntas específicas que fueran 
encaminando y promoviendo en los estudiantes la evolución del 
razonamiento, que los familiarizaran con los conceptos a trabajar (función 
cuadrática y función lineal) y esto se hacía evidente en muchos momentos 
de las actividades, específicamente cuando realizaban gráficas, cuando 
generaban expresiones algebraicas en las que utilizaban cantidades 
variables y cantidades constantes y en el lenguaje que utilizaban para dar 
respuesta a diferentes preguntas.  
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 Aunque estos conceptos no habían sido trabajados por los estudiantes 
preliminarmente, las actividades dieron cuenta de diversos aprendizajes 
sobre funciones, aunque no necesariamente con nombres específicos o con 
definiciones de conceptos claramente especificados por parte del docente. 
La manera como llegaban a las diferentes respuestas, daba cuenta de que 
los estudiantes realmente se esforzaban por razonar adecuadamente y 
llegar a respuestas que los satisficieran principalmente a ellos. 
 
 Se observó una secuencia y un avance significativo con respecto a lo que 
los estudiantes iban interiorizando sobre los conceptos que se estaban 
trabajando, en el sentido en que cuando iniciaron con la primera actividad 
los estudiantes no conocían el concepto de función lineal y mucho menos el 
de función cuadrática, pero para la tercera actividad ya eran capaces de 
hacer gráficas de funciones lineales y hacer aproximaciones en las 
funciones cuadráticas, además ya hacían construcciones algebraicas más 
acertadas, reconociendo aquellos valores variables y no variables. 
 
 A partir de esta experiencia, podría afirmarse que el estudio de las 
funciones (lineal y cuadrática), debe ser abordado desde la noción de 
variación y es posible dejar de un lado la enseñanza “tradicional” que sobre 
este concepto se ha estado abordando. Características de las funciones 
como lo son crecimientos, decrecimientos, concavidades, puntos de 
inflexión, puntos máximos o mínimos, carecen de sentido cuando son 
trabajadas de manera tradicional en cambio se hacen más significativas 
para los estudiantes a través de sus propias vivencias. 
 
 Finalmente, se espera entonces que este tipo de actividades y los 
resultados obtenidos a partir de ellas, puedan ser de gran utilidad para los 
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maestros en cuanto al diseño de nuevas situaciones para la enseñanza de 
conceptos como función lineal y función cuadrática basados en la variación 
y de esa manera contribuir a que los estudiantes obtengan un mayor 
aprendizaje. 
 
5.1.2 Del razonamiento covariacional 
 
El marco referencial utilizado dentro de este trabajo, sirvió de gran ayuda a la hora 
de analizar la forma como los estudiantes razonan a partir de la variación y con 
base en los niveles de razonamiento y acciones mentales allí planteadas, se pudo 
llegar a varias conclusiones que se exponen a continuación: 
 Es importante resaltar primero que a partir de los diálogos logrados a través 
de las preguntas formuladas dentro y fuera de las actividades, formaron 
parte fundamental del razonamiento de los estudiantes ya que les permitió 
reflexionar sobre sus propias ideas, confrontarse con sus respuestas y 
buscar argumentos para poder validarlo. 
 
 Los estudiantes con los que se trabajaron las diferentes actividades dieron 
cuenta principalmente de características de nivel 3, ya que la mayor parte 
del análisis dio muestras de la exteriorización de comportamientos que 
daban cuenta de la coordinación en la dirección de cambio y la cantidad de 
cambio de una variable que es dependiente con los cambios de otra que se 
conoce como variable independiente; además en los momentos que debían 
construir gráficas, la mayor parte del tiempo se observó un razonamiento 
lineal y la ubicación de puntos y segmentos entre esos puntos. Estos 
rasgos dan cuenta explícitamente de AM1, AM2 y AM3. 
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 No se observó la aplicación de acciones mentales 4 aunque si hubo 
algunas aproximaciones, ya que se mostraron comportamientos que hacían 
dudar en cuanto al razonamiento que tenía que ver directamente con la 
verbalización de la consciencia de la razón de cambio del valor de salida 
mientras se consideran incrementos uniformes del valor de entrada. Por 
esta razón los estudiantes no estuvieron ubicados en ninguno de los 
momentos de las actividades en los niveles 4 y 5. 
 
 Los estudiantes tuvieron un acercamiento a las AM5, en el sentido en que 
identificaron de manera explícita los incrementos y la concavidad dentro de 
una gráfica, además de un punto máximo. En el caso de Juanito esto se 
hizo más claro en la construcción de la gráfica ya que utilizó un trazo de 
una curva suave a partir de la ubicación previa de algunas parejas de 
puntos (aunque este comportamiento puede considerarse como un 
comportamiento pseudo-analítico, en el sentido en que no se tiene 
conciencia de la construcción), caso contrario el de Juanita, ya que 
nuevamente realizó una construcción basada en segmentos punto a punto. 
 
 Aunque hubo acercamientos por parte de los estudiantes en cuanto a sus 
razonamientos, construcciones algebraicas y construcciones gráficas, no se 
observó que ellos hicieran un análisis de la variación de la variación, es 
decir que no identifican aun la variación de segundo orden. Cabe resaltar 
que este tipo de análisis carecía de interés con respecto a lo que se quería 
lograr con este estudio, lo que deja abierto el camino para posteriores 
actividades que generen esta profundización por parte de los estudiantes y 
de los docentes. 
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5.1.3 De las herramientas tecnológicas utilizadas dentro del contexto escolar 
 
Retomando nuevamente el objetivo de este trabajo, se habló de la utilización de 
software dinámico y diversas herramientas tecnológicas como mediadores del 
conocimiento. A continuación se muestran las conclusiones relacionadas con ello: 
 La importancia de las actividades experimentales con las que se vieron 
enfrentados los estudiantes, es decir aquellas que fueron representadas por 
medio de software dinámicos como Geogebra y Modellus, radica en que le 
permitieron a los estudiantes por medio de la manipulación, observación, y 
representación, que pudieran llegar a diversas conjeturas que podían ser de 
gran ayuda para llegar a respuestas. 
 
 Las herramientas utilizadas a partir del software permitieron a los 
estudiantes validar aquellas construcciones que ellos realizaban tanto en 
lápiz y papel, como en el mismo software, ya fueran referentes a las 
gráficas, las tablas de valores o algunas respuestas de tipo aritmético y 
algebraico. 
 
 No solo el software dinámico fue la única herramienta tecnológica utilizada, 
ya que se hizo extensivo a otros medios que le sirvieron a los estudiantes 
como lo fueron el lápiz y el papel y de esa manera mesclar diferentes 
tecnologías que den cuenta posteriormente a la observación del 
conocimiento matemático. 
 
 Dentro de los instrumentos utilizados para la recolección de la información, 
también se tuvo en cuenta herramientas como el programa Camtasia, que 
fueron de gran ayuda para realizar la descripción de las actividades hechas 
por los estudiantes, la construcción de los diálogos entre estudiantes y 
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docente y permitió también hacer una caracterización de los estudiantes, de 
sus comportamientos, habilidades, aciertos y desaciertos. 
 
 Las actividades de aula diseñadas específicamente para la construcción del 
conocimiento a partir de la manipulación, la visualización, la utilización de 
software educativos en diversos contextos, permiten que los estudiantes 
tengan momentos de diversión y tensión que los llevan directamente a la 
búsqueda de diversos resultados, además de convertirse en un reto y una 
forma de mostrar sus habilidades, generando en ellos un mayor sentido de 
competitividad. 
 
5.2 RECOMENDACIONES 
 
Finalmente se mostrarán algunas recomendaciones que pueden ser de utilidad 
para un futuro trabajo de investigación y para el mejoramiento del trabajo dentro 
del aula de clase. 
 Se recomienda que dentro de las aulas de clase se implementen este tipo 
de actividades de aula para trabajar conceptos como función lineal y 
función cuadrática bajo la perspectiva de variación y en las que se tengan 
en cuenta principalmente las necesidades de los estudiantes y el contexto 
en el que se encuentran, dejando a un lado el método tradicional de 
enseñanza que ha venido utilizándose. 
 
 Es importante generar dentro de las Instituciones Educativas, 
capacitaciones para los docentes (en este caso del área de matemáticas) 
en la utilización e implementación de recursos educativos como lo son las 
diferentes herramientas tecnológicas que aquí se trabajaron, de esta 
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manera será más fácil la creación y utilización de actividades como las que 
aquí se plantearon, además de una mejor orientación a los estudiantes. 
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7. ANEXOS 
 
7.1 Anexo 1: Guía de Introducción a la función lineal. 
 
GUÍA DE TRABAJO #1 
GRADO DÉCIMO – VERMONT SCHOOL 
 
Nombre del estudiante: _______________________________________________ 
 
Se desea conocer que plan de minutos a Celular es más rentable para una 
persona. Después de hacer un análisis por algunas de las empresas que ofrecen 
el servicio, se encontraron dos planes de la empresa TIGO y se desea saber 
¿Cuál de los dos planes es más favorable para una persona que se encuentre 
interesada en adquirir el servicio? Los valores tienen el IVA incluido. 
 
OPERADOR/PLAN TARIFA FIJA MENSUAL COSTO POR MINUTO 
(1) TIGO Plan prepago 
tarifa simple 3 
$ 0 $ 229 
(2) TIGO Plan pospago 
cargo básico 
$ 19.491 Plan $ 219 
Adicional $ 330 
 
Lo puntos generados para cada uno de los planes se muestra a continuación, 
teniendo en cuenta que los de color morado corresponden al plan (1) y los de color 
verde, al plan (2) 
(0, 19491) (0, 0) 
(89, 19491) (5, 1145) 
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(101, 23121) (10, 2290) 
(111, 26421) (15, 3435) 
(121, 29721) (20, 4580) 
(131, 33021) (25, 5725) 
(141, 36321) (30, 6870) 
(151, 39621) (35, 8015) 
(161, 42921) (40, 9160) 
(171, 46221) (45, 10305) 
(181, 49521) (50, 11450) 
(191, 52821) (60, 13740) 
(201, 56121) (70, 16030) 
  (80, 18320) 
  (90, 20610) 
  (100, 22900) 
  (110, 25190) 
  (120, 27480) 
  (130, 29770) 
  (140, 32060) 
  (150, 34350) 
  (160, 36640) 
  (170, 38930) 
  (180, 41220) 
  (190, 43510) 
  (200, 45800) 
 
La gráfica generada por estos dos planes se muestra a continuación (Ver también 
archivo adjunto de Geogebra).  
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La gráfica morada corresponde al plan (1) y la gráfica verde al plan (2) 
Con base en esta situación, responde las siguientes preguntas: 
1. ¿Cuánto pagaría una persona por consumir 65 minutos en cada uno de los 
dos planes? 
2. ¿Cuánto pagaría una persona por consumir 100 minutos en cada uno de 
los dos planes? 
3. Si observas bien la gráfica de color morado, el punto B es movible. ¿Qué 
pasa con la gráfica cuando muevo ese punto? 
4. ¿Qué pasa con las gráficas cuando el valor del minuto se incrementa 
5. ¿Qué pasa con las gráficas cuando el valor del minuto disminuye? 
6. Si la persona cuenta con $ 20.000, ¿cuántos minutos puede consumir en el 
plan (1)? 
7. ¿En qué momento las operadoras cobrarían el mismo valor? 
8. Con base en la información de cada plan, complete la siguiente tabla: 
 
Número de 
minutos 
Valor Plan (1) Valor Plan (2) 
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consumidos 
2   
4   
5   
6   
 $ 2.748  
36   
  $ 21.929 
124   
 $ 33.434  
158   
  $ 44.369 
183   
 
a) Describa con sus propias palabras, la relación entre el número de 
minutos consumidos en el plan (1) y el costo total del consumo de 
minutos. 
b) Describa con sus propias palabras, la relación entre el número de 
minutos consumidos en el plan (2) y el costo total del consumo de 
minutos. 
 
9. Escribe en forma algebraica las relaciones encontradas en el punto anterior. 
10. ¿Qué plan resulta ser más económico? 
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7.2 Anexo 2: Guía de Introducción a las funciones cuadráticas 
 
GUÍA DE TRABAJO #2 
GRADO DÉCIMO – VERMONT SCHOOL 
 
Nombre de los estudiantes: ___________________________________________ 
 
 
Con base en la animación presentada en el programa Modellus y la asesoría de tu 
profesor encargado, analiza detenidamente y responde las siguientes preguntas 
orientadoras. 
 
1. Observa y describe detalladamente el movimiento del carro.  
 
Con base en la anterior descripción, responde las siguientes preguntas. 
 
¿Qué cantidades intervienen en esta situación? 
¿Qué pasa con el desplazamiento del carro para iguales intervalos de tiempo? 
¿Cómo es la velocidad del carro? 
¿Por qué se devuelve el carro? 
 
2. Realice una gráfica que represente para ti el movimiento del carro. 
 
3. Analiza detenidamente la tabla de valores que se muestra en la animación 
inicial y describe cómo cambia el desplazamiento del carro con respecto al 
tiempo. 
Luego responde: 
¿Cuál es la distancia que recorre entre cero y un segundo? 
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¿Cuál es la distancia que recorre entre 1 y 2 segundos? 
¿Cuál es la distancia que recorre entre 4 y 5 segundos? 
¿Cuál es la distancia que recorre entre 2 y 4 segundos? 
¿La variación que se muestra allí es lineal? Justifica tu respuesta. 
 
4. Ahora, observa la gráfica que te presentan en la animación y compárala con 
la que tú realizaste. 
¿Qué representan las variables asociadas a cada eje? 
¿Qué tiene que ver la dirección del movimiento del carro con el comportamiento 
de la gráfica? 
Determine una expresión que represente la variación entre el movimiento del carro 
y el tiempo. 
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7.3 Anexo 3: Guía sobre funciones cuadráticas 
 
GUÍA DE TRABAJO #3 
GRADO DÉCIMO – VERMONT SCHOOL 
 
Nombre del estudiante: _______________________________________________ 
 
Empresa de viajes JAVO LTDA. 
En la empresa de viajes JAVO Ltda. Están pensando en promover un plan turístico 
a cualquier destino regional. Con el ánimo de captar la atención de los viajeros se 
propone que el valor del paquete turístico por persona sea de $350.000. Sin 
embargo, si esta persona organiza u grupo se hace un descuento de $2.000 por 
cada persona, válido para cada uno de los miembros del grupo. Es decir, si viaja 
una pareja se hace un descuento de $4.000 a cada uno de ellos. De igual manera, 
si es un grupo de 5 personas se hace un descuento de $10.000 (5 veces $2.000) a 
cada uno de los viajeros. 
Momento 1.  
Con base en la información anterior responda: 
a. ¿Cuál sería el costo del viaje para un grupo de 10 personas?, ¿y para un 
grupo de 23 personas? 
b. Si el costo para un grupo fuera de 9´800.000, ¿Cuántas personas harían 
parte del grupo? 
c. Con base en esta información llene la siguiente tabla. 
Número de 
miembros del 
Valor del 
descuento 
Valor del tiquete 
por persona 
Valor total del viaje 
para el grupo 
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grupo 
2    
5    
 14.000   
  310.000  
50    
62    
 
d. Según las condiciones de la situación, ¿Cuáles cantidades permanecen 
constantes y cuáles varían? 
e. Exprese con palabras la relación que existe entre cada una de las 
siguientes cantidades: 
1. Número de miembros del grupo y valor del descuento por persona. 
2. Número de miembros del grupo y valor del tiquete por persona. 
3. Número de miembros del grupo y valor total del viaje para el grupo. 
f. Represente mediante símbolos cada una de las anteriores relaciones. 
 
Momento 2. 
En la siguiente figura se muestra la tabla creada por la empresa utilizando el 
software Excel. Esta tabla pretende simular la situación de tal manera que se 
pueda llevar el registro de sus posibles ofertas y restricciones a los clientes. 
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Ahora imaginemos que por causa de un virus el archivo se deterioró y ahora hay 
que construirlo de nuevo. Realice la construcción de este archivo y utilícelo para 
realizar las siguientes actividades: 
1. Observe la tabla y con base en ella responda: 
a. A medida que aumenta el número de viajeros, indique qué sucede con 
cada una de las siguientes cantidades: 
El descuento por persona. 
EL valor del tiquete por persona. 
El costo total del viaje al grupo. 
b. ¿En qué valor se incrementa el costo del viaje para el grupo cuando el 
número de viajeros aumenta de 12 a 15, de 15 a 18, de 18 a 21, de 42 a 
45, de 83 a 86, de 86 a 89 y de 89 a 91? Describa las regularidades que 
puede observar. 
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c. Realiza una gráfica que relacione el número de viajeros con el costo del 
tiquete por persona. Luego realice una gráfica que relaciones el número 
de viajeros, con el valor total para el grupo. 
d. A medida que el número de personas aumenta de 0 a 87, ¿Cómo es el 
crecimiento en el valor del viaje para el grupo? ¿Cómo se puede 
observar esta forma de crecimiento en la gráfica? 
e. A medida que el número de personas aumenta de 88 en adelante, 
¿Cómo es el decrecimiento en el valor del viaje para el grupo? ¿Cómo 
se puede observar esta forma de decrecimiento en la gráfica? 
f. ¿Para qué número de viajeros la empresa obtendría su máximo 
ingreso? ¿Cómo se puede observar este valor en la gráfica de la 
función? 
 
 
